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前言

你好，我是前言.

Yi Wang
2026 年 9 月 12 日
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1 群的定义与性质

1.1 循环群

定义 1.1.1. 你好，我是定义.

引理 1.1.1. 你好，我是引理.

定理 1.1.1. 任意循环群都是阿贝尔群.

由 定理 1.1.1 可知，循环群中的任意两个元素都可交换. 关于循环群与子群的这些

基本性质，可参见教材 [DF04].

详细证明（第 3 页）

推论 1.1.1. 你好，我是推论.

命题 1.1.1. 你好，我是命题.

例 1.1.1. 你好，我是例子.

注 1.1.1. 你好，我是注解.

问题 1.1.1. 你好，我是问题.

证明：你好，我是证明. □

1.2 对称群

设 X 是一个非空集合. 所有从 X 到自身的双射在复合运算下构成一个群，记作 SX .
当 X = {1, . . . , n} 时，通常把它记作 Sn，称为 n 次对称群.

对称群给出了非阿贝尔群最基本的一族例子. 例如在 S3 中，令

σ = (12), τ = (23).

则一般有 στ ̸= τσ. 因此，从循环群转向对称群之后，“交换性”不再是群结构自动具有的

性质.

例 1.2.1. 群 S3 有 6 个元素，并且不是阿贝尔群.

注 1.2.1. 在具体计算中，置换的复合顺序需要保持一致；不同教材可能采用不同的书
写约定.
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Lecture 1 1 群的定义与性质

1.3 群同态

设 G,H 是群. 一个映射 φ : G → H 称为群同态，如果对任意 x, y ∈ G 都有

φ(xy) = φ(x)φ(y).

同态不仅记录元素之间的对应关系，更重要的是它保持群运算. 因此，研究群时常常同

时考察其核与像：

kerφ = {g ∈ G : φ(g) = eH}, imφ = {φ(g) : g ∈ G}.

命题 1.3.1. 群同态 φ : G → H 的核 kerφ 是 G 的正规子群，像 imφ 是 H 的子群.

核刻画了同态中被压到单位元的信息，而像刻画了真正出现在目标群中的部分. 这

两个对象会在商群以及第一同构定理中再次出现，因此它们是理解群同态的两个基本不

变量.

证明（定理 1.1.1）：设 G = ⟨g⟩，任取 x, y ∈ G.则存在 m,n ∈ Z，使得 x = gm、y = gn.
因而

xy = gm+n = gn+m = yx.

所以 G 是阿贝尔群. □

返回原处
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