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第 1章 域与线性空间

内容提要

h 域的定义及例子 1.1
h 域的同态 1.2
h 域的特征 1.3

h 域的扩张 1.4
h 代数闭包 1.5
h Galois 群 1.6

1.1 域的定义及例子

定义 1.1 (域的定义)

♣

给定集合 F，其中有至少两个相异元素 0, 1，其上配备了两个运算：

+: F × F −→ F

(x, y) 7−→ x+ y

· : F × F −→ F

(x, y) 7−→ x · y

这两个运算满足如下性质（以下出现的元素皆属于 F）：

1. 加法结合律：

(x+ y) + z = x+ (y + z).

2. 加法交换律：

x+ y = y + x.

3. 加法单位元：

x+ 0 = 0 + x = x.

4. 加法逆元：

∀x ∈ F, ∃ y ∈ F,使得x+ y = y + x = 0.

5. 乘法结合律：

(xy)z = x(yz).

6. 乘法交换律：

xy = yx.

7. 乘法单位元：

x1 = 1x = x.

8. 乘法逆元：

F× := F\{0}, ∀x ∈ F×, ∃ y ∈ F×,使得xy = yx = 1.

9. 左右分配律：
x(y + z) = xy + xz.

(x+ y)z = xz + yz.

满足以上所有条件的集合 F 称作一个域.



1.1 域的定义及例子

命题 1.1 (加法逆元唯一)

♠

给定 x ∈ F，若有相异的 y1 与 y2 都是 x 的加法逆元，则有：

y1 = y1 + 0 = y1 + (x+ y2) = (y1 + x) + y2 = 0 + y2 = y2.

因为加法逆元唯一，故对每个元素 x 的加法逆元都写作 −x.

命题 1.2 (乘法逆元唯一)

♠

给定 x ∈ F×，若有相异的 y1 与 y2 都是 x 的乘法逆元，则有：

y1 = y11 = y1(xy2) = (y1x)y2 = 1y2 = y2.

因为乘法逆元唯一，故对每个元素 x 的乘法逆元都写作 x−1.

命题 1.3

♠0 · 0 = 0.

证明 考虑

a = 0(0 + 1).

这有两种算法，第一种是利用左分配律展开.

0(0 + 1) = 0 · 0 + 0 · 1 = 0 · 0 + 0 = 0 · 0.

第二种是先算出括号内的，再进行乘法.

0(0 + 1) = 0 · 1 = 0.

这给出了

0 · 0 = 0.

其中 0 · 1 = 0利用了乘法单位元的性质.

命题 1.4

♠∀x ∈ F,有x · 0 = 0.

证明

x · 0 = x(0 + 0) = x · 0 + x · 0.

等式两边同加 −x · 0，这给出了
0 = 0 + x · 0 = x · 0.

注读者可能觉得命题1.4比命题1.3更一般，为什么还要讲命题1.3?
事实上命题1.3的证明只用到了左分配律及乘法、加法单位元的性质，而命题1.4额外用到了加法逆的性质.
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1.1 域的定义及例子

命题 1.5 (为何定义中需要 0, 1互异)

♠

若域 F 中 0 = 1，考察集合中与 0 互异元素 x，则有：

x = x1 = x0 = 0 ∈ F.

这说明集合中只有一个元素 0，因此我们需要 0, 1 互异，排除掉这种过于平凡的情况.

命题 1.6 (为何 0没有乘法逆元)

♠

若 0 有乘法逆元，即：

0x = x0 = 1.

这给出了 0 = 1，回到了上个命题的情形，故不行.

接下来给出一些域的例子，我们熟知的例子为 Q,R,C.

命题 1.7 (例一)

♠
Q(

√
2) :=

{
x+

√
2y
x, y ∈ Q

}
.

证明 若要说明这个集合为一个域，自然需要验证其上的运算满足 9条性质.
其他的性质都很容易验证，我们真正需要验证的不平凡的性质是乘法逆元的存在性.

(x+
√
2y)−1 =

1

x+
√
2y

=
x−

√
2y

(x+
√
2y)(x−

√
2y)

=
x−

√
2y

x2 − 2y2
=

(
x2

x2 − 2y2

)
+
√
2

(
− y

x2 − 2y

)
∈ Q(

√
2).

命题 1.8 (例二)

♠
Q(

3
√
2) := {x+ yα+ zα2 | x, y, z ∈ Q}. (其中α3 = 2)

证明 同样的，只需验证乘法逆元的存在性.
1

x+ yα+ zα2
=

y − zα

[x+ α(y + zα)](y − zα)
=

· · ·
x(y − zα) + α(y2 − z2α2)

=
(· · · )

(· · · ) + (· · · )α
.

我们通过平方差公式可以将分母化为 z + wα的形式，故只需考察 z + wα的逆即可.
1

z + wα
=

z − zwα+ w2α2

(z + wα)(z2 − zwα+ w2α2)
=

· · ·
z3 + (wα)3

=
· · ·

z3 + 2w3
.

也就是说分母此时不含 α，α都在分子上了，这就说明了乘法逆元存在于这个集合内.

命题 1.9 (例三)

♠

更一般的，我们考虑 Q 上的 n 次不可约多项式 f，α ∈ C 为 f(x) 的根.
我们断言如下定义的集合也是一个域：

Q(α) := {x1 + x2α+ · · ·+ xnα
n−1 | xi ∈ Q}.

证明 我们考察 g(α) := x1 + x2α+ · · ·+ xnα
n−1 的乘法逆元.

设不可约多项式为：f(α) := αn + b1α
n−1 + · · ·+ bn−1α+ bn.

由于 f 不可约且 deg g < deg f，故必有 (g(α), f(α)) = 1.

由辗转相除法可得存在 u, v ∈ Q[α],使得ug + vf = 1，因此：

1

g(α)
=

u

gu+ vf
= u.

这里分母为 gu+ vf 的原因是 f = 0.
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1.1 域的定义及例子

命题 1.10 (例四)

♠
Q(

√
2,
√
3) := {x1 + x2

√
2 + x3

√
3 + x4

√
6 | xi ∈ Q, i = 1, 2, 3, 4}.

证明 我们考察 x1 + x2
√
2 + x3

√
3 + x4

√
6的逆.

1

x1 + x2
√
2 + x3

√
3 + x4

√
6
=

· · ·
(x1 + x2

√
2 + x3

√
3 + x4

√
6)(y1 + y2

√
2 + y3

√
3 + y4

√
6)
.

事实上我们只需考察 y是什么时分母才为有理数，即：将分母展开，使得无理数前的系数皆为零.

(x1 + x2
√
2 + x3

√
3 + x4

√
6)(y1 + y2

√
2 + y3

√
3 + y4

√
6)

=(x1y1 + 2x2y2 + 3x3y3 + 6x4y4) + (x1y2 + x2y1 + 3x3y4 + 3x4y3)
√
2+

(x1y3 + x3y1 + 2x2y4 + 2x4y2)
√
3 + (x1y4 + x4y1 + x2y3 + x3y2)

√
6.

第一个括号已经是有理数，故不需要管，后三个括号给出了三个关于 y的方程，写成矩阵即为：
x2 x1 3x4 3x3

x3 2x4 x1 2x2

x4 x3 x2 x1



y1

y2

y3

y4

 = 0.

根据线性方程组的知识我们知道，四个未知数，三个方程则此方程组必有非零解.

命题 1.11 (例五)

♠
我们断言 Q(

√
2 +

√
3) 与 Q(

√
2,
√
3) 是“相同”的.

证明 我们首先自然需要找到
√
2 +

√
3满足的方程.

α =
√
2 +

√
3 =⇒ α2 = 5 + 2

√
6

=⇒ α2 − 5 = 2
√
6

=⇒ α4 − 10α2 + 25 = 24

=⇒ α4 − 10α2 + 1 = 0.

.

因此方程为 f(x) = x4 − 10x2 + 1，我们定义集合：

F ′ = {x1 + x2α+ x3α
2 + x4α

3 | x1, x2, x3, x4 ∈ Q}.

我们只需说明例四1.10中定义的
√
2,
√
3,
√
6与 α, α2, α3 可以相互表出，即说明了“相同性”.

α3 = α2α = 11
√
2 + 9

√
3

α =
√
2 +

√
3

α2 = 5 + 2
√
6

=⇒


√
2 = 1

2 (α− 9α3)
√
3 = 1

2 (11α− α3)
√
6 = 1

2 (α
2 − 5)

.

注上述两个例子运用线性空间的观点来看会更为明了.
Q(

√
2,
√
3) 的基是 1,

√
2,
√
3,
√
3；Q(

√
2 +

√
3) 的基是 1, α, α2, α3.

上述的相互表出事实上就是给出了一个基变换.
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1.1 域的定义及例子

命题 1.12 (例六)

♠
Fp := {0, 1, · · · , p− 1}. p为素数

证明 我们说模 p剩余类是一个域，其上的加法与乘法是模 p加法与乘法.
1. 0Fp = 0.

2. 1Fp
= 1.

3. k + l = k + l.

4. k · l = kl.

5. −k = p− k.

6. 寻找 k乘法逆，同样可以通过辗转相除的方法来解决.
(k, p) = 1 =⇒ ∃l,−m ∈ F×,使得kl + (−m)p = 1 =⇒ kl = 1 +mp =⇒ kl ≡ 1(mod p) =⇒ k · l = 1.

命题 1.13 (例七)

♠
F2 = {0, 1}.

证明 接下来引入我们常考察元素采用的方式——列表.

+ 0 1

0 0 1

1 1 0

· 0 1

0 0 0

1 0 1

接下来省略元素上的线.

命题 1.14 (例八)

♠
F3 = {0, 1, 2}.

证明

+ 0 1 2

0 0 1 2

1 1 2 0

2 2 0 1

· 0 1 2

0 0 0 0

1 0 1 2

2 0 2 1

命题 1.15 (例九)

♠
F4 = F2(α) = {x+ αy | x, y ∈ F2}.

证明 我们首先要提问的是 α到底是什么?
仿照 Q(

√
2)，

√
2是 Q上的一个不可约多项式的根，我们考察 F2 上的不可约多项式.

考察 F2[x]上的二次多项式，设为

x2 + px+ q. (p, q ∈ F2)

根据这里域的定义，总共只有四种：

x2, x2 + x, x2 + 1, x2 + x+ 1.

前两者自然可约，第三个式子中，在 F2 中 1 = −1，故第三个式子由平方差公式可知也可约.
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1.1 域的定义及例子

故我们置 α为 F2 上不可约多项式 x2 + x+ 1的根，关系式为

α2 + α+ 1 = 0 =⇒ α2 = α+ 1.

接下来考察 F4 中所有元素，可以写成如下形式：

0 = 0 + α0

1 = 1 + α0

α = 0 + α1

α2 = 1 + α

.

下考察其元素间互相作用，即写出加法与乘法表：

+ 0 1 α α2

0 0 1 α α2

1 1 0 α2 α

α α α2 0 1

α2 α2 α 1 0

· 0 1 α α2

0 0 0 0 0

1 0 1 α α2

α 0 α α2 1

α2 0 α2 1 α

从这两张表我们可以得出所有需要的信息，故这的确是一个具有四个元素的有限域.

定理 1.1

♥
对素数 p 及正整数 d，置 q := pd，则必定存在一个 q 元有限域 Fq.
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1.2 域的同态

1.2 域的同态
同态事实上是个十分广泛的概念，可以理解成一种” 保运算” 的映射.
包括我们已经学习过的线性映射，事实上就是一个保持原有线性运算的映射.
那么我们思考一下，对域来说，我们如果想要保持这个结构，我们需要将哪些东西给不变的映射过去呢？

这事实上回归了域的定义，毕竟这是域的本质特征.

定义 1.2 (域的同态)

♣

给定域 F1, F2，若 ϕ : F1 → F2 满足：

1. ϕ(0F1) = 0F2 .

2. ϕ(1F1) = 1F2 .

3. ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y).

4. ϕ(x · y) = ϕ(x) · ϕ(y).
则称 ϕ 是一个域同态.

命题 1.16

♠

根据同态可以推出的简单推论有：

1. ϕ(−x) = −ϕ(x).
2. ϕ(x−1) = ϕ(x)−1.

定理 1.2

♥若 ϕ : F1 → F2 是一个域同态，则其必为单射.

证明 给定 x1, x2 ∈ F1，设 x := x1 − x2，ϕ(x1) = ϕ(x2)，则有：

ϕ(x) = ϕ(x1)− ϕ(x2) = 0.

若 x 6= 0，则存在 x−1，将ϕ(x−1)乘到等式两边，则有：左边为 1，右边为 0，而 0 6= 1，故 x = 0 =⇒ x1 = x2.

注故当有上述这种映射存在的时候，我们可以将 F1 视为 F2 的一个子域.
因此在域论里，我们更关注的是子域、域扩张这种概念.

定义 1.3 (子域与域扩张)

♣
给定域 E，若其子集 F 满足域的定义，则称其为 E 的子域，称 E 为 F 的扩域（域扩张），记作 E/F.

定义 1.4 (域的同构)

♣

给定同态 ϕ : F1 → F2，若其还是满射，则称 ϕ 为一个同构.
若 F2 = F1，则称 ϕ 为自同构.

命题 1.17 (一些例子)

♠

1. R/Q.
2. C/R.
3. Q(

√
2)/Q.

4. Q(
√
2,
√
3)/Q(

√
2).

5. F4/F2.

6. Q(
√
2,
√
3) ∼= Q(

√
2 +

√
3).

7. 共轭：C → C, x+ iy 7→ x− iy，这是一种自同构.
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1.2 域的同态

定义 1.5 (不动域)

♣
设 σ : E → E 是 E 的自同构，则 F = {x ∈ E | σ(x) = x} 为 E 的一个子域，称作不动域.

命题 1.18

♠
Q(

√
2) 与 Q(

√
3) 之间不存在同态.

证明 若存在同态 ϕ : Q(
√
2) → Q(

√
3)，记 a = ϕ(

√
2) = x+

√
3y. x, y ∈ Q.

a2 = ϕ(
√
2)2 = ϕ(2) = 2.

而 (x+
√
3y)2 = x2 + 2xy

√
3 + 3y2，若此式与 2相等，则说明

√
3是有理数，矛盾！

注这个命题更直观的告诉我们，域之间基本只能是谁包含谁的关系，因此主要研究域扩张及子域的结构即可.

定理 1.3

♥

若 E 是 F 的扩域，则 E 可以看成 F 上的线性空间.

[E : F ] := dimF (E).

dimF (E) 称为域扩张 E/F 的次数，若次数有限，则称 E/F 为有限扩张，否则称其为无限扩张.

定理 1.4

♥
Q 与 Fp 没有真子域.

证明

1. 设 E ⊆ Q是一个子域，则其必满足域的相关性质.
E 中有 1，且因为对加法封闭，故 N ⊆ E，又因为加法的逆，故 Z ⊆ E，再由乘法的逆，故 Q ⊆ E.

即

Q = E.

2. 设 E ⊆ Fp 是一个子域，故 Fp 可以看成 E 的线性空间.
因为两者都是有限集，我们考虑两者元素数量.
置 d := [Fp : E]，则有 |Fp| = |E|d.
这是因为由线性空间的知识，我们自然可以在 Fp 上取一组基，Fp 上所有元素都可以由这组基线性表出，
而基中每个向量的系数在 E 中取到，故由排列组合的知识可知上式成立.
而 |Fp|为素数，这自然给出了 d = 1, |E| = p，即 Fp = E.

定义 1.6 (素域)

♣
没有真子域的域称为素域，因此素域也就只有两种同构类：Q 与 Fp.

注这事实上说明了某种“最小”性.
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1.3 域的特征

1.3 域的特征
647 老师课上讲解的特征定义较为严格，这里采用朴素的定义.

定义 1.7 (域的特征)

♣

给定域F，若在F 中存在一个最小正整数 p，使得 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
p

= 0，则称此域的特征为 p，记作 char(F ) = p.

否则称此域的特征为 0，记作 char(F ) = 0，前者有时也被称为正特征.

命题 1.19

♠
若 char(F ) = p，则 p 为素数.

证明 否则即有 p = mn，这给出了mn = 0 =⇒ m = 0 or n = 0，与 p为最小正整数定义矛盾！

命题 1.20

♠

1. 若 char(F ) = 0，则 Q 是 F 的子域.
2. 若 char(F ) = p，则 Fp 是 F 的子域.

注理解 E 是 F 的子域正确的方式应该是存在一个同态 ϕ : E → F.

证明

1. 因为 char(F ) = 0，所以 F 中的 1可以一直加，这保证了 N ⊆ F，又因为加法的逆，故 Z ⊆ F，再由乘法

的逆，故 Q ⊆ F.

2. 从 1开始不断加到 p，发现此时已经包含 Fp 了.
注通过以上事实，我们可以将域 F 分为特征 0 或特征 p 两类，而这两类又必含有 Q 或 Fp，我们在前文已经证

明了这两者不含有真子域，这说明：任何域都是 Q 或 Fp 的扩张.

命题 1.21

♠
若有同态 ϕ : E → F，则 char(E) = char(F ).

证明

1. 若 char(E) = 0，这给出了 Q ⊆ E，又有 E ⊆ F，故 Q ⊆ F，这说明在 F 内 1一直加也不会等于 0，故

char(F ) = 0.

2. 若 char(E) = p，这给出了 Fp ⊆ E，又有 E ⊆ F，故 Fp ⊆ F，这说明在 F 内 1一直加，加了 p次会等于

0，又因为 p为素数，找不到更小的正整数，故 char(F ) = p.

接下来考察正特征的一些相关性质.

命题 1.22 (charF = p)

♠

给定域 F，若 char(F ) = p，考察 (x+ y)p，将其完整写出：

(x+ y)p = xp +

(
p

1

)
xp−1y +

(
p

2

)
xp−1y2 + · · ·+ yp.

而

(
p

k

)
=
p(p− 1) · · · (p− k + 1)

k!
，又 char(F ) = p，这说明在 F 里

(
p

k

)
= 0，因此有：

(x+ y)p = xp + yp.
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1.3 域的特征

命题 1.23 (Frobenius自同构)

♠

给定域 F，若 char(F ) = p，则

σ : F → F, x 7→ xp

是一个自同构，称为 Frobenius 自同构.

证明 保 0, 1显然，乘法也显然.
加法为 (x+ y)p = xp + yp，这由上命题即得证.
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1.4 域的扩张

1.4 域的扩张

定义 1.8 (有限生成扩张)

♣

给定域扩张 E/F 及 S ⊆ E，定义 F (S) 为 E 中包含 F 和 S 的最小子域，还可定义为：

F (S) =
⋂
F ′.

其中 F ′ 为 E 的子域且 F
⋃
S ⊆ F ′.

若 S 有限，且 F (S) = E，则称 E 是 F 上的有限生成扩张.
若对 E 的任意有限子集 S，都有 F (S) 6= E，则称 E 是无限生成的.

注我们将这个定义与前文有限扩张的定义对比：有限扩张必定是有限生成扩张，反之未必.

命题 1.24 (例子)

♠

1. Q(
√
2)/Q 与 Q(

√
2,
√
3)/Q = Q(

√
2 +

√
3)/Q 都是有限生成扩张，易知其次数也有限.

2. 考察实系数有理函数域 R(x)，这个域是往里添加了一个元素 x 生成的，但易知其次数无限.

命题 1.25 (无限生成扩张例子)

♠

构造集合

E = Q(2
1

2k | k = 1, 2, · · · ).

F = Q，S = {2
1

2k | k = 1, 2, · · · }，考察 F (S).

证明 设

E1 = Q(2
1
2 ).

E2 = E1(2
1
22 ) = Q(2

1
2 , 2

1
22 ) = Q(2

1
22 ).

· · ·

Ek = Ek−1(2
1

2k ) = Q(2
1

2k ).

易知 Ek 都是域，并且有：E =

∞⋃
k=1

Ek.

我们首先自然要说明 E是一个域，在其中任取两个元素，由并的定义，每个元素必属于某个 Ek，取更大的

那个域，则两个元素的加减乘除都由这个域保证了.
接下来就说明任一有限集都不能生成 E.
设 E 任一有限子集 S = {α1, α2, · · · , αn}.
而对每个元素生成的域，我们都有对应的 Ek，我们选取最大的那个域，记为 EN，则有 F

⋃
S ⊆ EN，而

EN 是 E 的真子域，也就是说 E 的任一有限子集都不能生成 E，这说明了此为一个无限生成扩张.

定理 1.5

♥有限扩张必定是有限生成扩张，反之未必.

证明 给定有限扩张 E/F .

[E : F ] = n =⇒ E = SpanF (e1, · · · , en) =⇒ E = F (e1, · · · , en).

这里是将作为线性空间的基向量当作生成元.
反例取 Q(x)即可，这是一个单扩张（生成元只有一个的有限生成扩张称之为单扩张），但显然次数无限.
以上是后人的想法，以下是 Galois 提出的想法.
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1.4 域的扩张

定义 1.9 (代数扩张)

♣

给定 E/F，若有 u ∈ E，f ∈ F [x]（f 6= 0）满足 f(u) = 0，则称 u 在 F 上代数或 u 是 F 上的代数元.
若对任意 u ∈ E，都有 u 是 F 上的代数元，则称 E/F 是一个代数扩张.
若存在 u ∈ E，使得 u 不是任何 f ∈ F [x] 的根，则称 E/F 是一个超越扩张.

命题 1.26 (代数扩张例子)

♠

1. Q(
√
2).

2. Q(
√
3).

命题 1.27 (超越扩张例子)

♠

1. Q(x)，R(x).
2. Q(π).

接下来主要研究代数扩张、有限扩张、有限生成扩张三者之间关系.

引理 1.1

♥
给定域扩张 E/F，若 α, β 是 F 上的代数元，则 −α, α−1, α+ β, αβ 也是 F 上的代数元.

证明 设 f, g ∈ F [x]，且 deg f = n, deg g = m.

假设有

f(α) = 0, g(β) = 0.

1. 设 f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n，因此有：

a0 + a1α+ · · ·+ anα
n = 0

将 −α代入 f(−x)即为上式，因此得证.
2. 定义 h(x) = xnf(x)，将 α−1 代入此式即为所求.
3. 以下证明 α+ β 也是 F 上的代数元，即存在某个 F [x]中的多项式使得 α+ β 是此多项式的根.
定义

h(y) = Rx(f(x), g(y − x)) ∈ F [y].

此处 Rx 为多项式 f(x), g(y − x)关于 x的结式.
我们在这里仅用到此结论：两个多项式的结式为零当且仅当两个多项式有公共根.
我们断言 h(α+ β) = 0，这是因为 f(x)与 g(α+ β − x)有公共根 x = α，这就给出了结论.

4. 以下证明 αβ 也是 F 上的代数元.
类似的，我们定义

h(y) = Rx(f(x), x
mg(

y

x
)) ∈ F [y].

可以发现 h(αβ) = 0，这就又给出了结论.

定理 1.6

♥有限扩张必定是代数扩张，反之未必.

证明 给定有限扩张 E/F，设 [E : F ] = n，u ∈ E，由于 dimFE = n，因此 1, u, u2, · · · , un线性相关，也就是说：

k0 + k1u+ k2u
2 + · · ·+ knu

n = 0. (ki ∈ F )

反例：Q(2
1

2k | k = 1, 2, · · · )，其中每个生成元都是代数元，故其是一个代数扩张，但这不是一个有限扩张.
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1.4 域的扩张

定义 1.10 (中间域)

♣
给定域扩张 E/F，若有 E 的子域 K，满足 F ⊆ K，则称 K 是这个扩张的中间域，记作 E/K/F.

命题 1.28

♠

以下是一个域结构的直观图.

Q(
√
2,
√
3)

Q(
√
2) Q(

√
3)

Q

引理 1.2 (维数公式)

♥

给定有限域扩张 E/K/F，则有公式：

[E : F ] = [E : K][K : F ].

证明 设 v1, · · · , vm ∈ E 是 E/K 的基，u1, · · · , un ∈ K 是K/F 的基.
对于 β ∈ E，∃ α1, · · · , αm ∈ K，使得

β =

m∑
i=1

αivi.

而对于 αi ∈ K，∃ ai1, · · · , ain ∈ F，使得

αi =

n∑
j=1

aijuj .

代入 β 表达式，自然可以写出：

β =

m∑
i=1

n∑
j=1

aijujvi.

关注 ujvi，这个元素必然属于 E，我们接下来就证明这就是 E/F 的一组基.
那自然需要证明这是线性无关的.
设

∑
1≤i≤m,1≤j≤n

cijujvi = 0（cij ∈ F）

提取出 vi： ∑
1≤i≤m,1≤j≤n

cijujvi =
∑
j

(
∑
i

cijuj)vi.

因为 cij ∈ F, uj ∈ K，所以这两个的乘积自然也可以看成是属于K 的，故根据基 {vi}线性无关，我们可以得到∑
i

cijuj = 0.

而又由基 {uj}线性无关，自然可以得到 cij = 0.

这就证明了结论.
公式自然是由基的个数直接算出.

推论 1.1

♥
若 [E : F ] 为素数，则 E/F 没有非平凡中间域.
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1.4 域的扩张

引理 1.3

♥单代数扩张一定是有限扩张.

证明 设 E = F (u)，u是 F 上的代数元，设mu,F (x) := m(x) ∈ F [x], degm = n，使得m(u) = 0，并且是满足

该条件次数最小的首一多项式，此时m称作 u的极小多项式.
我们断言 E = F (u)就是由 {1, u, · · · , un−1}张成的线性空间，其线性无关性由极小多项式的定义保证：若

线性相关，则这也是一个极小多项式，但次数比我们所取的式小，矛盾！

故 [E : F ] = n，结论得证.

命题 1.29 (极小多项式的性质)

♠

1. 极小多项式唯一.
否则若 f1, f2 都是极小多项式，那么会有 f = f1− f2 也满足条件，但次数比两者都小，与定义矛盾！

2. 极小多项式不可约.
否则若可约，必有一分解因式也满足该条件，但次数比原式小，与定义矛盾！

定理 1.7

♥

给定域扩张 E/F，以下命题等价：

1. E/F 是有限扩张.
2. E = F (u1, · · · , un)，其中 u1, · · · , un 是 F 上的代数元.（并且此时 E/F 是代数扩张）

证明 (1) =⇒ (2)：根据定理1.6，有限扩张是代数扩张.
设 [E : F ] = n，u1, · · · , un ∈ E是 E/F 的基，每个基向量都可以根据定理1.6的证明过程得到一个多项式使

得这个元素是个代数元.
(2) =⇒ (1)：根据引理1.3，F (u1)是一个单代数扩张，因此一定是有限扩张。
再看从 F (u1)到 F (u1, u2)，u2是 F 上的代数元，则其必然也是在 F (u1)上的代数元（这是因为 F ⊆ F (u1)），

则此也是个单代数扩张，故也是个有限扩张.
然而这只说明了 F (u1, u2)/F (u1)是一个有限扩张，我们需要证明的是 F (u1, u2)/F，此时根据引理1.2的维

数公式，可以得到

[F (u1, u2) : F ] = [F (u1.u2) : F (u1)][F (u1) : F ].

而等式右边都是有限次，故 F (u1, u2)/F 是一个有限扩张.
如此反复直到 un 就可以说明 F (u1, · · · , un)/F 是一个有限扩张.

定理 1.8 (代数扩张的传递性)

♥
给定域扩张 E/K/F，若 E/K 是代数扩张，K/F 是代数扩张，则 E/F 也是代数扩张.

证明 任取 α ∈ E，则根据定义，∃ f ∈ K[x]（f 6= 0），使得 f(α) = 0.

设 f(x) = xn + a1x
n−1 + · · ·+ an−1x+ an.（ai ∈ K）

设K ′ = F (a1, · · · , an)，根据定理1.7有限生成的代数扩张是有限扩张，故K ′/F 是个有限扩张.
再考虑K ′(α)/K ′，这是一个单代数扩张（f(α) = 0），故根据引理1.3，这也是一个有限扩张.
又有维数公式：

[K ′(α) : F ] = [K ′(α) : K ′][K ′ : F ]

等式右边都是有限次，故K ′(α)/F 是有限扩张.
此时观察 F ⊆ K ⊆ K ′，故必有 F (α) ⊆ K ′(α)，都看成在 F 上的线性空间的话，则可以推出 F (α)/F 为有

限扩张，而有限扩张必是代数扩张，这就给出了 α是 F 上的代数元，因此 E/F 是个代数扩张.
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1.5 代数闭包

1.5 代数闭包

定义 1.11 (相对代数闭包)

♣

给定域扩张 E/F，设集合

K = {α ∈ E | α在 F 上代数}.

我们已经说明代数元在四则运算后仍是代数元，故 K 是个域.
我们称 K 为 F 在 E 中的代数闭包.

命题 1.30

♠

给定 E/K/F，且 K 为 F 在 E 中的代数闭包，则不存在 E 与 K 的非平凡中间域 K ′ 使得 K ′/K 代数.
简单来说是代数闭包在原有域中做代数扩张还是本身.

证明 若存在这样的中间域 K ′，根据代数扩张的传递性，可以说明 K ′/F 也是代数扩张，这就说明仍存在 F 上

的代数元没被取到K 中，这与定义矛盾！

命题 1.31 (相对代数闭包例子)

♠

1. 考虑 Q 在 R 中的代数闭包，根据定义即为有理系数方程的所有实根，即为实代数数.
2. 考虑 Q 在 C 中的代数闭包，根据定义即为有理系数方程的所有复根，即为复代数数.

定义 1.12 (代数闭域)

♣若 K 没有真代数扩张，则称 K 为代数闭域.

定义 1.13 (绝对代数闭包)

♣
若 K/F 是代数扩张，且 K 为代数闭域，则称 K 是 F 的一个（绝对）代数闭包.

引理 1.4

♥

给定域 K，以下命题等价：

1. K 是代数闭域.
2. K[x] 中任一不可约多项式的次数等于 1.
3. K[x] 中任一不为零多项式可分解为一次因式乘积.
4. K[x] 中任一不为零多项式在 K 中至少有一根.

证明

1. (1)=⇒(2)：

设 f(x) ∈ K[x]是一个不可约多项式，则此多项式决定了 K 的一个扩域 E，且 [E : K] = deg f，又 K 是

代数闭域，因此 deg f = 1.

2. (2)=⇒(1)：

设 E/K 是代数扩张，令 α ∈ E，由定义存在 α的极小多项式m(x) ∈ K[x]使得m(α) = 0，又极小多项式

都为一次，也就是说m(α) = α+ c = 0 ∈ K =⇒ α ∈ K，其中 c ∈ K.

其他等价性读者自证不难.
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1.5 代数闭包

定理 1.9

♥
给定 E/K/F，E 是代数闭域，K 是 F 在 E 中的代数闭包，则 K 是 F 的一个绝对代数闭包.

证明 即证：K 是一个代数闭域.
设K ′/K是一个代数扩张，取α ∈ K ′，根据定义有α的极小多项式m(x) ∈ K[x]，又K ⊆ E，故m(x) ∈ E[x].
又 E 是代数闭域，这说明m(x)可以在 E 上因式分解成一次因式，有：

m(x) = (x− α1) · · · (x− αn).

其中 αi ∈ E 并且因为 m(x) ∈ K[x]，所以每个 αi 都是 K 上的代数元，又有 K 是 F 在 E 中的代数闭包，

故每个 αi 都是 F 上的代数元，再根据相对代数闭包的定义，我们推出每个 αi ∈ K.

再由m(x)为极小多项式并且不可约，则形式只能为m(x) = x− α，这给出了 α ∈ K，说明了K ′ = K，即

K 是一个代数闭域.

定理 1.10

♥对于任一域 F，存在 F 的绝对代数闭包，并且在同构意义下唯一.
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1.6 Galois 群

1.6 Galois群
本节先初步讲解一些 Galois 理论，并且省略一些内容，等待后续学完环论群论时我们会再访.
读者须知对当年的 Galois 来说，其并不知道什么是群，因此我们先介绍 Galois 群.

定义 1.14 (Galois群)

♣

给定域扩张 E/F，定义

Gal(E/F ) := {σ ∈ Aut(E) | σ|F = idF }.

我们一步步解释上述这个定义.

定义 1.15 (对称群)

♣

给定集合 X，定义

S(X) := {σ : X → X | σ是双射}.

映射复合定义为其上的乘法：

◦ : S × S → S (σ, τ) 7→ σ ◦ τ.

在集合上还可以讨论这个元素的逆：

()−1 : S → S σ 7→ σ−1.

可以验证其有如下性质：

1. (σ ◦ τ) ◦ µ = σ ◦ (τ ◦ µ).
2. σ ◦ idX = idX ◦ σ = σ.

3. σ ◦ σ−1 = σ−1 ◦ σ = idX .

其中 idX 为 X 上的恒等变换，作用为将每个元素变为自身.
我们称 (S, ◦, idX) 为 X 的对称群.

定义 1.16 (置换群)

♣

若 G ⊆ S，满足如下要求：

∀σ, τ ∈ G =⇒

σ ◦ τ ∈ G

σ−1 ∈ G
.

则称 G 是 X 上的一个置换群.

注置换群的要求实质上保证了置换群的封闭性.

定义 1.17 (自同构群)

♣

给定域 E，定义

Aut(E) := {σ ∈ S(E) | σ是域 E 到本身的同构}.

Aut(E) 称为 E 的自同构群.

注此时回过头来看 Galois 群的定义，这实质上是一个自同构群的子集.
并且请大家注意 idF 的意味并不是指将 F 映为 F，而是将 F 中的每个元素映为自身，其中区别在于：将 F

映为 F 可能是将一个元素映射到另一个在 F 中的元素.
我们都说 Galois 引入了群，但实际上 Galois 引入的是 Galois 群这个概念，这实质上说明的是一个群作用.
真正抽象群的定义是后人 Cayley 给出的，并且他将抽象群与对称群一一对应，这才真正分开了群作用与群.
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1.6 Galois 群

定理 1.11

♥
若给定有限扩张 E/F，则 Gal(E/F ) 是有限群.

证明 设 E = SpanF (u1, · · · , un)，因为是有限扩张，所以 ui 在 F 上代数.
对于 u1 来说，存在极小多项式 f1 ∈ F [x]，其满足 f1(u1) = 0.

取 σ ∈ Gal(E/F )，接下来考察 σ同时作用在等式两边会发生什么.
因为 f1(u1), 0 ∈ E，根据定义 σ是 E 的自同构，这说明了 σ是可以作用在这两边的，因此有；

σ(f(u1)) = σ(0) = 0.

其次 f(u1)本身给出了一个多项式的形式，为

f(u1) = un1 + a1u
n−1 + · · ·+ an

其中 ai ∈ F，根据定义在 F 上 σ是一个恒等变换，故有 σ(ai) = ai，这给出了 σ(f(u1)) = f(σ(u1))，故

f(σ(u1)) = 0.

这就说明了 σ(u1)也是 f1(x) = 0的一个根，我们定义

X1 := {α ∈ E | f1(α) = 0}.

刚才的讨论自然不限于 u1，所有 f1(x) = 0的根都是适用的，这自然说明了 σ|X1
是 X1 的一个置换.

类似的，我们有 X2, · · · , Xn，定义

X =

n⋃
i=1

Xi.

可以知道 σ就是 X 上的一个置换，此时 X 是有限集，那 σ自然也只能是有限个.
现在的问题是，我们只讨论了 X 上的 σ，我们可以说明 E 上的 σ也是有限个吗？

当然是可以的，根据 E = SpanF (u1, · · · , un)，我们只要说明了 u1, · · · , un是如何变化的，就知道其上所有
元素是如何变化的，而这些变化完全由 σ对这组基的作用唯一决定.
这就证明了结论.

定义 1.18 (子群)

♣给定群 G，以及 H ⊆ G，若 H 满足群的定义，则称其为 G 的一个子群，记作 H ≤ G.

定义 1.19

♣

给定域 E，G ≤ Aut(E)，定义

Inv(G) := {α ∈ E | ∀σ ∈ G,使得σ(α) = α}.

Inv(G) 是一个子域（这是因为 σ 保加法乘法），称作 G 的不动域.

定理 1.12 (Aritn引理)

♥

给定域 E，G 是 Aut(E) 的有限子群，则有：

[E : Inv(G)] ≤ |G|.

于是 E/Inv(G) 是有限扩张.

注其实小于等于号可以改成等于号，但我们目前所学的知识还不支持证明，故先只证明小于等于.
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1.6 Galois 群

证明 设 G = {η1 = e, η2, · · · ηn}，则 |G| = n，再设 F = Inv(G).
下证对于 E 中任意m个元素，其总是 F 线性相关的，其中m > n.

若证明了上述命题，则能推出 dimFE ≤ n，这就是原命题.
上述命题的证法根据线性代数的定义来做，我们设 u1, · · · , um ∈ E，试图寻找 x1, · · · , xm ∈ F，使得：

x1u1 + · · ·+ xmum = 0.

对 j = 1, · · · , n，用 ηj 来依次作用原式，有

ηj(x1u1 + · · ·+ xmum) = 0

由自同构保加法乘法及系数属于不动域，可以得到

x1ηj(u1) + · · ·+ xmηj(um) = 0.

因为我们 j是从 1取到 n的，也就是说我们现在有了一个线性方程组，并且未知数为m，方程个数为 n，未

知数大于方程个数，这必有非零解.
然而我们解出的 xi 是属于 E 的，我们需要的是属于 F 的.
从以上非零解中取出一组含非零元最少的，记为 X = (x1, · · · , xm)，不妨设 x1 6= 0，故可再设 x1 = 1.

下证 x2, · · · , xm ∈ F.

若某个 xi /∈ F，不妨设为 x2，根据定义，若 x2 /∈ F，也就是说 ∃η ∈ G，使得 η(x2) 6= x2.

此时考虑 η(X) = (1, η(x2), · · · , η(xn))，我们断言：
1. η(X)仍是原方程组的解.
这是由于 η的作用只是置换，置换后只相当于将原方程组的几个方程调换顺序，故自然还是解.

2. η(X)中零的个数与 X 中一样.
这是因为 η是自同构，故自然保零.

3. η(X)−X 仍然是原方程组的解，但含零个数更少.
是原方程组的解是因为其是齐次方程组，含零个数更少是有 x1 = 1的存在.
并且由于我们有 η(x2) 6= x2，说明这必是个非零解.
也就是说我们创造了一个比原来的 X 含零个数更少的非零解，这与 X 的定义矛盾！

故 x1, x2, · · · , xm ∈ F，这就证明了结论.
这一节的最后，我们需要问几个问题.

命题 1.32 (问题一)

♠

给定有限扩张 E/F，由定理我们自然有 G := Gal(E/F ) 是有限群.
令 F ′ = Inv(G)，我们要问：F 与 F ′ 有什么关系？

其实根据定义可以直接看出 F ⊆ F ′，我们真正要问的是，是否有

F = F ′.

命题 1.33 (问题二)

♠

给定域 E，G ≤ Aut(E) 且有限，定义 F := Inv(G)，由定理即有 E/F 为有限扩张.
令 G′ := Gal(E/F )，这当然是个有限群，并且由定义即有 G ≤ G′.

我们问是否有

G = G′.

第二个问题是正确的，我们需要后面学到相关知识才能证明.
第一个问题是错误的，有些时候能取到，有些时候严格包含.
因此我们所说的 Galois 理论实质上就是研究什么样的有限扩张可以使得 Inv(Gal(E/F )) = F.

647 老师还接着举了一些例子来说明为什么我们在 Galois 理论里面要规定分裂域和正规扩张、可分扩张，我

们在这里不做讲解，留待第四章再访.
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第 2章 环与模

内容提要

h 环与模的定义及例子 2.1
h 子环，理想，商环 2.2
h 同态基本定理 2.3
h 整环与整除性 2.4
h GCD 整环 2.5

h UFD 2.6
h PID 与 ED 2.7
h 多项式环与 UFD 续 2.8
h PID 上有限生成模的分类 2.9

2.1 环与模的定义及例子
本节主要讲解环的定义及一些例子.

定义 2.1 (环)

♣

给定集合 R，其上有两种运算：
+: R×R→ R

· : R×R→ R

加法满足结合律、交换律，并且加法幺元 0 ∈ R 满足

∀a ∈ R, 0 + a = a+ 0 = a.

以及

∀a ∈ R, ∃ b ∈ R, 使得a+ b = b+ a = 0.

乘法满足结合律、左右分配律.
若 R 满足以上所有条件，则称 (R, ·,+) 是一个环.

命题 2.1 (环的性质)

♠加法幺元、逆元唯一.

命题 2.2 (环的进一步定义)

♠

对于乘法幺元的讨论一直都是环论的焦点，我们在此文档对环的定义是不含幺的，额外讨论的时候会强

调这是个含幺环，其定义为：

1 ∈ R, ∀a ∈ R, 1 · a = a · 1 = a.

此时容易验证乘法幺元唯一，若乘法满足交换律，则称这是个交换环.（无关乘法幺元）

命题 2.3 (环的例子)

♠

1. Z，其上的乘法与加法是整数乘法与整数加法，并且这是一个含幺交换环.
2. Zm := {0, 1, · · · ,m− 1}，其上的乘法与加法是模 m 乘法与模 m 加法，并且这是一个含幺交换环，

然而我们会发现这个集合中，两个不为零的元素相乘也可能变为零，我们在后文会详细讲解这种环.
3. 域上的一元多项式环 F [x]，以及所有域都自动是含幺交换环.
4. 给定线性空间 V，定义 End(V ) := {ϕ : V → V | ϕ为线性映射}，其上的加法为线性映射的加法，乘

法为线性映射的复合.
5. 对于矩阵加法与矩阵乘法，构成矩阵环 Mn(F )，这自然是个非交换环.



2.1 环与模的定义及例子

命题 2.4 (mZ)

♠

mZ := {ma | a ∈ Z} m ∈ N 且 m ≥ 2.

我们可以验证这是一个环，加法和乘法分别为 ma+mb = m(a+ b) 与 ma ·mb = m(mab).

这个环最重要的特点是其不含乘法幺元.

命题 2.5 (Gauss整数环)

♠

Z[i] := {a+ bi | a, b ∈ Z}.

类似的，可以考虑 Z(
√
D)，其中 D 是无平方因子的整数.

命题 2.6 (分圆域整数)

♠
考虑 Z(ζm)，其中 ζm = e

2πi
m ，里面的元素大概长这样 u = a0 + a1ζm + a2ζ

2
m + · · ·+ ζm−1

m .

命题 2.7 (函数环)

♠

给定集合 X 与环 R，定义

RX := {f : X → R}.

定义其上加法为 (f + g)x = f(x) + g(x)，定义其上乘法为 (f · g)x = f(x)g(x).

可以验证 RX 是一个环，且其含幺、交换与否和原环一样.

命题 2.8 (群表示)

♠

给定有限群 G 及域 F .
令 R := SpanF (G)，由于 |G| 有限，故其张成的线性空间也必是有限维的.
其中元素自然可以写成

a =
∑
g∈G

agg

其中 ag ∈ F.

考虑这其中两个元素如何相乘，我们再定义 b =
∑
h∈G

ahh，考虑 ab.

ab =
∑

agbhgh.

ag, bh ∈ F，故两者自然可以相乘，这是域中的乘法.
g, h ∈ G，故两者自然可以相乘，这是群中的乘法.
那我们可以验证这也是一个环，并且含乘法幺元，即群的单位元.
将 R 记作 F [G]，称作 G 的群代数.

命题 2.9 (四元数)

♠

H := SpanR(1, i, j, k).

其上的乘法读者自行查阅.
值得注意的是此环含幺，不交换，非零元都可逆.
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2.1 环与模的定义及例子

定义 2.2 (模)

♣

给定环 R，集合 M，其上定义了两种运算：

+: M ×M →M

· : R×M →M

我们称第二种运算为数乘.
加法满足结合律、交换律、加法幺元、逆元存在性.
乘法满足：

1. ∀a, b ∈ R, x ∈M, a(bx) = (ab)x.

注 需要注意的是等式左侧括号里面是数乘，a 与 bx 相乘也是数乘.
等式右侧括号里是环的乘法，ab 与 x 相乘是数乘.

2. ∀a ∈ R, x, y ∈M, a(x+ y) = ax+ ay.

3. (a+ b)x = ax+ bx.

注 需要注意的是以上两条分配律的加法是不同的，读者需自行分辨.
若 M 满足以上条件，则称 M 是一个左 R 模.
与之对应的我们可以定义一个右 R 模，并且若环 R 交换，左右模是等价的.
更特殊的，若 R 是幺环，且 1x = x，其中 1 是环的乘法幺元，x ∈M，则称 M 是幺模.
再，若 M 既是一个左 R 模，又是一个右 S 膜，且满足 (ax)b = a(x)b，则称 M 是一个 (R,S) 双模.

命题 2.10

♠
Zm Z× Zm → Zm (a, x) 7→ ax.

命题 2.11 (Z模)

♠

每个交换群都可以看成一个 Z 模.
定义乘法为

ag :=


ag a > 0

0 a = 0

−|a|g a < 0

命题 2.12 (一元多项式环上的模)

♠

令 R = R[T ]，取 M 是一个 R 上的线性空间.
考察

· : R×M →M (f(T ), x) 7→ f(T )x.

可以注意到，这事实上和线性映射作用在线性空间上别无二致.
这告诉我们，研究一元多项式环上的模等价于研究线性空间上的线性变换.

命题 2.13

♠

R̃ :=Mn(R)，此处 R 是个交换幺环.
再定义 M̃ := Rn.

考察

R̃× M̃ → M̃

则 M̃ 是个 R̃ 模.
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2.1 环与模的定义及例子

命题 2.14

♠

取 u = (u1, · · · , un) 为 Rn 中的开集，取 u 上的光滑函数环 A = C∞(u) 及光滑微分算子环 D.
考虑

D ×A→ A, (D, f) 7→ D(f).

可以认为 A 是一个左 D 模.
看作函数复合的观点，则可将 D 视成一个 (A,A) 双模.

定义 2.3 (代数)

♣

给定交换幺环 R，A 是一个 R 模，若在 A 上有另一个乘法使 A 成为一个环. R 代数是指二元组 (A, ·), 其

中 A 是一个 R 模，· 是 A 上的乘法，且满足：

1. ∀r ∈ R, a, b ∈ A, rab = r(ab) = arb.

2. (A,+, ·) 构成一个环, 其中 + 是 A 作为 R 模的加法.

模实质上就是一种环作用，我们在接下来的理论里会逐渐说明这一点.
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2.2 子环，理想，商环

2.2 子环，理想，商环
关于同态的具体定义在此不做赘述，读者若有需要自行查阅香蕉空间.
同态就是保持运算的映射，在此自然是保持环的加法与乘法.
当然若是幺环，还需要求幺元射过去仍然是幺元，这里注意加法幺元不需要额外定义，由同态定义可以推

出.

引理 2.1

♥给定环同态 ϕ : R→ S，若 a ∈ Kerϕ, b ∈ R，则 ab ∈ Kerϕ.

证明

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) = 0ϕ(b) = 0.

从 Ker 这种性质，我们抽象出理想这个概念.

定义 2.4 (子环和理想)

♣

给定环 R，若 S ⊆ R 满足：
a, b ∈ S =⇒ ab ∈ S, a+ b ∈ S.

a ∈ S =⇒ −a ∈ S.

则称 S 是 R 的一个子环.
若此时 S 还满足：

∀s ∈ S, ∀r ∈ R =⇒

ar ∈ S

ra ∈ S
.

则称 S 是一个理想.

注此处我们介绍一下“理想”这个概念的历史：

Kummer 当年研究某些代数整数环发现里面素数失去了唯一分解的性质，发现在整环上必须引入理想 (数)
这个概念，才能建立准素分解定理（某种唯一分解定理的推广）.

关于子环与环是否含乘法幺元这个问题，我们在此处定义不必含幺，因此决定了理想是一个子环，否则有

些理想是不含幺的，因此一定不是子环；我们约定在此笔记里只关注双边理想.

命题 2.15 (子环的例子)

♠

1. Z 是 Q 的子环.
2. F 是 F [x] 的子环.
3. 四元数环 H 中有子环 C.

命题 2.16 (理想的例子)

♠

1. Ker 都是理想.（后会证任意理想都是某个 ϕ 的 Ker.）
2. R 与 0 当然都是 R 的理想，我们称之为平凡理想.
3. 若 R 是幺环，I 是其理想且 1R ∈ I，则 I = R.

4. 域 R 只有平凡理想.
证明 设 a ∈ I，I 是 R的理想，则有 a−1 ∈ R且 1R = a−1a ∈ I.

事实上我们前文说明域的同态都为单射与此条性质等价，实质上就是说明 Ker = 0，这也就是说域

只有平凡理想.
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2.2 子环，理想，商环

定义 2.5 (主理想)

♣

给定环 R，a ∈ R，定义

Ia = (a) = {
k∑
i=1

fkagk | fk, gk ∈ R, k ∈ N}.

经过验证，此是一个 R 的理想，我们称之为由 a 生成的主理想.
更一般的，我们有由 a1, a2, · · · , am 生成的理想：

Ia1,··· ,am = {
m∑
j=1

kj∑
i=1

fijajgij | fij , gij ∈ R, kj ∈ N}.

再推广，我们有由 R 的任一子集 A 生成的理想：

IA = {
m∑
j=1

kj∑
i=1

fijajgij | fij , gij ∈ R, aj ∈ A, kj ∈ N}.

定义 2.6 (商环)

♣

给定环 R 及其理想 I，定义其上的二元关系：a ∼I b⇐⇒ b− a ∈ I，并且容易证明这是一个等价关系.
a ∈ R 所在的等价类记为 a+ I.

定义 R/I := R/ ∼I 上的乘法与加法：(a+ I) + (b+ I) := a+ b+ I.

(a+ I) · (b+ I) := ab+ I.

再定义这个等价类上的加法幺元 0R/I = 0 + I，我们的确可以说明 (R/I,+, ·, 0R/I) 是一个环，我们称之

为 R 模 I 的商环.

注接下来要说明这个定义是良定的，也就是说这个定义是不依赖于代表元选取的.
设另有 a′ ∈ a+ I, b′ ∈ b+ I，我们要说明：

(a+ I) + (b+ I) = (a′ + I) + (b′ + I) ⇐⇒a+ b+ I = a′ + b′ + I.

⇐⇒(a′ − a) + (b′ − b) ∈ I.

最后一步合理性由 a′ ∈ a+ I ⇐⇒ a′ = a+ c, c ∈ I ⇐⇒ a′ − a = c ∈ I 保证.
我们还要说明：

(a+ I)(b+ I) = (a′ + I)(b′ + I) ⇐⇒ab+ I = a′b′ + I.

⇐⇒a′b′ − ab ∈ I.

最后一步合理性由 (a+ c)(b+ d)− ab = ad+ cb+ cd ∈ I 保证.
有了商环之后，我们可以很自然的讨论这样一种映射，称之为自然映射：

定义 2.7 (自然映射)

♣

给定环 R 及其理想 I，我们有商环 R/I，定义映射：

π : R→ R/I

a 7→ a+ I

则此是一个满的环同态，且 Kerπ = I.

注我们这就说明了事实上每个理想都可以看作一个自然映射的 Ker.
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2.2 子环，理想，商环

命题 2.17

♠

1. π : Z → Z/mZ, Kerπ = mZ.
2. Q(

√
2) := Q[x]/(x2 − 2) = {a+ b

√
2 | a, b ∈ Q}.

3. C := R[x]/(x2 + 1) = {a+ bi | a, b ∈ R}.
4. R/R ∼= 0, R/0 ∼= R.

5. 商环的交换性和含幺性与原环一致.

关于模的一些相关概念不再赘述，只提一些没那么平凡的点.

命题 2.18

♠给定环 R，将其看作自身上的 R− 模，我们事实上可以注意到其子模为其理想.
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2.3 同态基本定理

2.3 同态基本定理

定理 2.1 (第一同构定理)

♥

给定环同态 ϕ : R→ S，则有：

R/Kerϕ ∼= Imϕ.

证明 记 I = Kerϕ，考察映射：

ψ : R/I → Imϕ

a+ I 7→ ϕ(a)

我们自然需要验证这个映射的定义是不依赖于代表元的选取：

若另取 a′ ∈ a+ I，则有 ϕ(a′) = ϕ(a) + ϕ(c) = ϕ(a)，其中 a′ = a+ c, c ∈ I，那么自然有 ϕ(c) = 0.

验证其为单射：

Kerψ = Kerϕ = 0R/I .

验证其为满射：

∀b ∈ Imϕ, b = ϕ(a) = ψ(a+ I).

保加法：

ψ(a+ I + b+ I) = ψ(a+ b+ I) = ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b) = ψ(a+ I) + ψ(b+ I).

保乘法：

ψ[(a+ I)(b+ I)] = ψ(ab+ I) = ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) = ψ(a+ I)ψ(b+ I).

命题 2.19

♠

通过这个定理，我们可以得到如下交换图：

R S

R/Kerϕ Imϕ

φ

≃

这个图事实上告诉了我们，任意一个环同态都可以分解为三步：满射、同构、单射.

接下来我们在第一同构定理的基础上试图讨论两个理想之间若有关系又该如何映射.

定理 2.2 (第三同构定理)

♥

给定满的环同态：ϕ : R→ S，J := Kerϕ 为 R 的理想，我们考虑比 J 大和比 J 小的理想：

1. 对于 R 中的子环 R′ ⊇ J，有 S′ := ϕ(R′) 是 S 的子环，并且对于 S 中子环 S′，有 R′ := ϕ−1(S′) 是

R 中包含 J 的子环.
特别的，将此条中的子环换成理想也成立，并且此时有：R/R′ ∼= S/S′.

2. 对于 R 中的理想 I ⊆ J，存在唯一环同态：ϕ̃ : R/I → S 使得如下交换图成立：

R S

R/I

φ

πI
φ̃

也就是使得：ϕ = ϕ̃ ◦ πI，且此时有 Kerϕ̃ = J/I，于是有：(R/I)/(J/I) ∼= R/J.
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2.3 同态基本定理

证明

1. 要说明子环，需说明其保加法、乘法，加法逆元.
说明 S′ = ϕ(R′)是 S 的子环：

保加法：根据定义，对 s1, s2 ∈ S′，存在 r1, r2 ∈ R′，使得 s1 = ϕ(r1), s2 = ϕ(r2).

s1 + s2 = ϕ(r1) + ϕ(r2) = ϕ(r1 + r2) ∈ S′.

保乘法：

s1s2 = ϕ(r1)ϕ(r2) = ϕ(r1r2) ∈ S′.

加法逆元：

−s1 = −ϕ(r1) = ϕ(−r1) ∈ S′.

说明 R′ = ϕ−1(S′)是 R中包含 J 的子环：

保加法：

ϕ(r1 + r2) = ϕ(r1) + ϕ(r2) = s1 + s2 ∈ S′ =⇒ r1 + r2 ∈ R′.

保乘法：

ϕ(r1r2) = ϕ(r1)ϕ(r2) = s1s2 ∈ S′ =⇒ r1r2 ∈ R′.

加法逆元：

ϕ(−r1) = −ϕ(r1) = −s1 ∈ S′ =⇒ −r1 ∈ R′.

子环版本证明完毕.
接下来证明：R′ 是 R的理想 =⇒ S′ = ϕ(R′)是 S 的理想.
即证：s1 ∈ S′, s2 ∈ S =⇒ s1s2 ∈ S′.（我们在这里只证明一边，另一边同理可得.）
由满同态，我们有 S = ϕ(R)，也就是说对于 s2 ∈ S，存在 r2 ∈ R，使得 s2 = ϕ(r2).

s1s2 = ϕ(r1)ϕ(r2) = ϕ(r1r2) ∈ S′.

这里 r1 ∈ R′，由理想的定义可得 r1r2 ∈ R′，故有 s1s2 ∈ S′.

证明：S′ 是 S 的理想 =⇒ R′ = ϕ−1(S′)是 R的理想.
即证：r1 ∈ R′, r2 ∈ R =⇒ r1r2 ∈ R′.

ϕ(r1r2) = ϕ(r1)ϕ(r2) ∈ S′ =⇒ r1r2 ∈ R′.

给定 R′ 是 R的理想，S′ 是 S 的理想，接下来证明：

R/R′ ∼= S/S′.

定义映射：

ψ : R/R′ → S/S′

a+R′ 7→ ϕ(a) + S′

我们需要验证这个定义是良定的：

若 a1 +R′ = a2 +R′，我们需要证明 ψ(a1 +R′) = ψ(a2 +R′).

ψ(a1 +R′) = ψ(a2 +R′) ⇐⇒ ϕ(a1) + S′ = ϕ(a2) + S′

⇐⇒ ϕ(a1)− ϕ(a2) ∈ S′.

⇐⇒ ϕ(a1 − a2) ∈ S′.

⇐⇒ a1 − a2 ∈ R′.

而我们有 a1 +R′ = a2 +R′，这给出了 a1 − a2 ∈ R′.

故定义良定.

29



2.3 同态基本定理

证明单射：考察

ψ(a+R′) = ϕ(a) + S′.

若等式右侧为零，则有 ϕ(a) ∈ S′，这等价于 a ∈ R′，这说明 a+R′ = 0R/R′ .

故单射证毕.
证明满射：考察 b+ S′ ∈ S/S′.
我们有环同态是满射，故对于 ∀b ∈ S，存在 a ∈ R，使得 b = ϕ(a).

故有 b+ S′ = ϕ(a) + S′ = ψ(a+R′).

故满射证毕.
证明同态：

保加法：

ψ[(a1+R
′)+(a2+R

′)] = ψ(a1+a2+R
′) = ϕ(a1+a2)+S

′ = ϕ(a1)+S
′+ϕ(a2)+S

′ = ψ(a1+R
′)+ψ(a2+R

′).

保乘法：

ψ(a1+R
′)ψ(a2+R

′) = (ϕ(a1)+S
′)(ϕ(a2)+S

′) = ϕ(a1)ϕ(a2)+ϕ(a1)S
′+ϕ(a2)S

′+S′ = ϕ(a1)ϕ(a2)+S
′ = ψ[(a1+R

′)(a2+R
′)].

这里倒数第二个等号是因为 S′ 为理想，可以将 ϕ(a1)与 ϕ(a2)吸收进去.
到此证明完毕.

2. 要证明：
(R/I)/(J/I) ∼= R/J.

我们首先说明 I 是 J 的理想，这由 I 是 R的理想定义即得.
我们考察映射：

ϕ̃ : R/I → S

a+ I 7→ ϕ(a)

自然要检验定义良定：

即说明 a1 + I = a2 + I =⇒ ϕ(a1) = ϕ(a2).

ϕ(a1) = ϕ(a2) ⇐⇒ ϕ(a1)− ϕ(a2) = 0.

⇐⇒ ϕ(a1 − a2) = 0.

⇐⇒ a1 − a2 ∈ Kerϕ.

对于 a1 + I = a2 + I，我们有 a1 − a2 ∈ I，又 I ⊆ J = Kerϕ，这就给出了证明.
证明满射：考察 b ∈ S.
我们有环同态是满射，即对 ∀b ∈ S，存在 a ∈ R，使得 ϕ(a) = b.

故有 b = ϕ(a) = ϕ̃(a+ I).

证明同态：

保加法：

ϕ̃[(a1 + I) + (a2 + I)] = ϕ̃(a1 + a2 + I) = ϕ(a1 + a2) = ϕ(a1) + ϕ(a2) = ϕ̃(a1 + I) + ϕ̃(a2 + I).

保乘法：

ϕ̃[(a1 + I)(a2 + I)] = ϕ̃(a1a2 + I) = ϕ(a1a2) = ϕ(a1)ϕ(a2) = ϕ̃(a1 + I)ϕ̃(a2 + I).

这里第一个等号运用了理想的吸收律.
接下来计算 Kerϕ̃.
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2.3 同态基本定理

ϕ̃(a) = 0 ⇐⇒ ϕ(a) = 0.

⇐⇒ a ∈ Kerϕ = J.

⇐⇒ a+ I ∈ J/I.

这只说明了 Kerϕ̃ ⊆ J/I.

接下来要说明 J/I ⊆ Kerϕ̃，即 a+ I ∈ J/I =⇒ ϕ̃(a+ I) = ϕ(a) = 0.

存在性证明完毕，接下来说明唯一性.
设映射 ϕ̃1 与 ϕ̃2 都满足性质，即：

ϕ = ϕ̃1 ◦ πI = ϕ̃2 ◦ πI .

任取 a ∈ R，我们只需考察在其上作用：

ϕ(a) = ϕ̃1 ◦ πI(a) = ϕ̃1(a+ I) = ϕ(a).

另一个映射也是如此，故说明是同一映射，我们这就证明完毕了.

定理 2.3 (第二同构定理)

♥

给定环 R，I, J 都为其理想，有同构：

ϕ : I/(I ∩ J) ∼= (I + J)/J

x+ I ∩ J 7→ x+ J

证明 验证定义良定：

设有 x1 + I ∩ J = x2 + I ∩ J，欲证 x1 + J = x2 + J.

x1 + I ∩ J = x2 + I ∩ J ⇐⇒ x1 − x2 ∈ I ∩ J ⊆ J ⇐⇒ x1 + J = x2 + J.

证明单射：

x+ J = 0I+J/J ⇐⇒ x ∈ J =⇒ x ∈ I ∩ J =⇒ Kerϕ = 0.

倒数第二步是因为 x本来就是属于 I 的.
证明满射；

任取 z + J ∈ (I + J)/J，那么有 z = x+ y且 x ∈ I, y ∈ J，则 z + J = x+ y + J = x+ J = ϕ(x+ I ∩ J).
证明同态：

保加法：

ϕ[(x1+I∩J)+(x1+I∩J)] = ϕ(x1+x2+I∩J) = x1+x2+J = x1+J+x2+J = ϕ(x1+I∩J)+ϕ(x2+I∩J).

保乘法：

ϕ[(x1 + I ∩ J)(x1 + I ∩ J)] = ϕ(x1x2 + I ∩ J) = x1x2 + J = (x1 + J)(x2 + J) = ϕ(x1 + I ∩ J)ϕ(x2 + I ∩ J).

因此我们就证明完毕了.
我们知道初等数论里有结果，若 pZ+ qZ = Z 则有 (p, q) = 1，我们对此作出推广，给出理想互素的定义.

定义 2.8 (I+J)

♣

给定环 R，I, J 都为其理想，若有 I + J = R，则称 I, J 互素.
若 R 还是幺环，则有等价条件：

I, J互素 ⇐⇒ 1r ∈ I + J ⇐⇒ 1R = x+ y (x ∈ I, y ∈ J).
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2.3 同态基本定理

定理 2.4 (中国剩余定理)

♥

给定环 R，I, J 都为其理想且互素，则有：

R/(I ∩ J) ∼= (R/I)× (R/J).

证明 定义映射：

ϕ : R→ (R/I)× (R/J)

x 7→ (x+ I, x+ J)

又 R = I + J，我们有 x = y + z其中 y ∈ I, z ∈ J，则有：

ϕ(x) = (y + z + I, y + z + J) = (z + I, y + J).

首先证明第二种定义良定，即当 x = y1 + z1 = y2 + z2 时，欲证：(z1 + I, y1 + J) = (z2 + I, y2 + J).

(z1 + I, y1 + J) = (z2 + I, y2 + J) ⇐⇒ z1 + I = z2 + I, y1 + J = y2 + J.

⇐⇒ z1 − z2 ∈ I, y1 − y2 ∈ J.

而我们有：y1 + z1 = y2 + z2 ⇐⇒ y1 − y2 = z2 − z1.

可以发现上式左侧属于 I，右侧属于 J，也就给出了两侧属于 I ∩ J，这就证明了良定.
证明满射：

任取 (x+ I, x+ J) ∈ (R/I)× (R/J)，有 (x+ I, x+ J) = (πI(x), πJ(x)).

而我们有自然映射必为满射，故结论成立.
证明同态：

保加法：

ϕ(x1 + x2) = (x1 + x2 + I, x1 + x2 + J) = (x1 + I, x1 + J) + (x2 + I, x2 + J) = ϕ(x1) + ϕ(x2).

保乘法：

ϕ(x1x2) = (x1x2 + I, x1x2 + J) = (x1 + I, x1 + J)(x2 + I, x2 + J) = ϕ(x1)ϕ(x2).

找 Kerϕ：

(x+ I, x+ J) = (0R/I , 0R/J ) ⇐⇒ x ∈ I ∩ J =⇒ Kerϕ = I ∩ J.

由第一同构定理有：

R/(I ∩ J) ∼= (R/I)× (R/J).

定义 2.9 (IJ)

♣

设 I, J 是环 R 的理想，IJ := {
m∑
i=1

xiyi | xi ∈ I, yi ∈ J}，一个简单的事实是 IJ ⊆ I ∩ J.

接下来我们给出的引理就较漂亮的说明了何时两者相同.

引理 2.2

♥

给定交换幺环 R，I1, I2, · · · , In 是 R 的理想，且两两互素，则有：

1. I1 · · · In = I1 ∩ · · · ∩ In.
2. I1 ∩ · · · ∩ In−1 与 In 互素.

证明 对 n做数学归纳：

n = 2时，第二条由定义自得，证明第一条：

我们已经有 I1I2 ⊆ I1 ∩ I2，故只需证明另一个方向：
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2.3 同态基本定理

设 x ∈ I1 ∩ I2，由 I1 + I2 = R，我们有 1R = y + z，其中 y ∈ I1, z ∈ I2，于是有 x = x1R = xy + xz =

yx+ xz ∈ I1I2.

这就给出了 I1 ∩ I2 ⊆ I1I2，其中最后一个等号运用了交换环的性质，属于 I1I2 是由定义即得.
因此 I1I2 = I1 ∩ I2.
假设 n− 1时成立，欲证 n时成立：

先证 I1 ∩ · · · ∩ In−1 与 In 互素，这等价于 I1 ∩ · · · ∩ In−1 + In = R.

首先由两两互素定义，我们有：In + Ik = R.

考虑乘积：
n−1∏
k=1

(In+ Ik) = R，这是因为 R作为理想，自己乘自己是合理定义的，并且 R中有乘法幺元，这

就导致其必为整个环，即 R.

另一方面我们自然需要证明
n−1∏
k=1

(In + Ik) = I1 ∩ · · · ∩ In−1 + In.

观察如下多项式：
n−1∏
k=1

(In + Ik) = (In + I1)(In + I2) · · · (In + In−1).

首先知道，InIn · · · In = In.
其次 InIk = In，这是仅考虑 In 作为理想的性质.
最后只需关注 I1I2 · · · In−1，我们又有归纳假设，小于 n时我们有 I1I2 · · · In−1 = I1 ∩ I2 ∩ · · · ∩ In−1，因此

第二条证明完毕.
第一条证明：

I1 · · · In−1In = (I1 ∩ · · · ∩ In−1)In = I1 ∩ · · · ∩ In.

这里第一个等号是因为归纳假设，第二个等号是因为 n = 2的时候已经证明过.

定理 2.5 (中国剩余定理多元版本)

♥

给定交换幺环 R，I1, I2, · · · , In 是 R 的理想，且两两互素，则有同构：

R/(I1 ∩ · · · ∩ In) ∼= (R/I1)× · · · × (R/In).

证明 对 n进行归纳：

n = 2时已经证明完毕（即定理2.4），设小于 n时也成立，下证等于 n时成立.
首先对于 R, I1 ∩ · · · ∩ In−1, In，我们自然可以运用中国剩余定理的双元版本，即有：

R/(I1 ∩ · · · ∩ In) ∼= (R/I1 ∩ · · · ∩ In−1)× (R/In).

又由归纳假设，有

R/I1 ∩ · · · ∩ In−1
∼= (R/I1)× · · · × (R/In−1).

故证明完毕.
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2.4 整环与整除性

2.4 整环与整除性
首先给出环与环之间的包含关系：

命题 2.20

♠

环 ⊇ 幺环 ⊇ 交换幺环 ⊇ 整环（ID）⊇ 整闭整环 ⊇GCD 环 ⊇ 唯一分解整环（UFD）⊇ 主理想整环（PID）

⊇ 欧几里得整环（ED）⊇ 域.

还有独立之外的一些环：Bézout 整环，Dedekind 整环，Noether 环.

定义 2.10 (零因子)

♣给定环 R，若 a 6= 0, b 6= 0 且有 ab = 0，则称 a 与 b 是零因子.

定义 2.11 (整环)

♣若 R 是一个无零因子的交换幺环则称之为整环.

引理 2.3 (消去律)

♥

给定整环 R，且 a, b, c ∈ R，a 6= 0，则有：

ab = ac =⇒ b = c.

命题 2.21 (例一)

♠
显然矩阵环 Mn(R) 不是一个整环，易知存在两个都不为零矩阵的矩阵相乘为零.

注在整环这种没有零因子的环上，我们可以类比域，考虑整环上的特征.（事实上在别的教材里就是先在整环上

定义特征的概念，再自然而然的推广到域上）

定理 2.6 (整环的特征)

♥给定整环 R，若有 a ∈ R 且 a 6= 0，m ∈ N，使得 ma = 0，则存在素数 p，使得 ∀b ∈ R，有 pb = 0.

证明 任取 b ∈ R，考虑 0 = 0 · b = (ma)b = ab+ ab+ · · ·+ ab = a(mb) = 0 =⇒ mb = 0.

设 p是最小的正整数使得 p1R = 0.

若 p不是素数，则自然可以将其写成两数乘积 p = qr (1 < q, r < p)，因此有：

0 = p1R = q(r1R) =⇒ q1R = 0.

这与 p是最小正整数矛盾.
上式中推出右边的原因是上述已经证明若一个正整数乘环里一个元素等于零，则这个正整数乘环里任意一

个元素都等于零.
注上述定理实质上说明了对于每个整环，我们可以定义一个正整数，即整环的特征.

类比 Z 与 Q 的关系，对于任何整环，我们可以造出对应的分式域.

定义 2.12 (乘法系统)

♣

给定幺环 R，若 S ⊆ R，且满足：

1. ∀a, b ∈ S =⇒ ab ∈ S.

2. 1R ∈ S.

则称 S 是一个乘法系统.
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2.4 整环与整除性

定义 2.13 (分式域)

♣

给定整环 R，定义 S := R\{0R}.
对于 (r, s) ∈ R× S，我们定义一个等价关系（为什么是等价关系请读者自证）：

(r1, s1) ∼ (r2, s2) ⇐⇒ r1s2 = r2s1.

记 (r, s) =
r

s
，定义 Frac(R) := R× S/ ∼ .

定义 Frac(R) 上的加法和乘法分别为：

+:
r1
s1

+
r2
s2

=
r1s2 + r2s1

s1s2
.

· : r1
s1

· r2
s2

=
r1r2
s1s2

.

（加法和乘法的良定性请读者自证.）
定义其上的加法幺元和乘法幺元为：0F :=

0R
1R
, 1F :=

1R
1R
.

通过验证可以说明 Frac(R) 是一个域，我们称其为 R 的分式域.

注有分式域后立马有单环同态：
iR : R→ Frac(R)

r 7→ r

1R
:= r

定理 2.7 (分式域的泛性质)

♥

给定整环 R，若有另一个域 F 以及单环同态：ϕ : R → F，则存在唯一的域同态：ψ : Frac(R) → F 使得

ϕ = ψ ◦ iR.（即如下交换图成立）

R F ′

Frac(R)

iR

φ

ψ

注 用更通俗的话来说也就是分式域是包含一个整环最小的域，因为可以看到当你有一个到另一个域的映射后，

一定会有一个分式域到这个域的嵌入；因此有 F (S) = Frac(F [S])，因为根据前文定义，我们说 F (S) 就是包含

F 与 S 最小的域.
证明 我们说：

ψ : Frac(R) → F

r

s
7→ ϕ(r)

ϕ(s)

就是我们需要的这个域同态，首先检查其作为除法良定.
根据分式域定义，我们有 s ∈ S，因此 s 6= 0，因此 ϕ(s) 6= 0，也就是说其作为除法的确良定.
剩下需要检查的是：1.代表元选取良定 2.验证域同态 3.此同态的唯一性.

定理 2.8

♥有限整环是域.

证明 从定义上来看，有限整环与有限域的区别只在于其中除零以外每个元素是否具有乘法逆元，下面就要证明

这个事实：

设 R = {0, 1, a1, · · · , an}，则 R∗ = {1, a1, · · · , an}，则对 ∀ai ∈ R∗，有 aiR = {0, ai, aia1, · · · , aian}，由乘
法封闭性可得 aiR ⊆ R，若此时 |aiR| < |R|，则有 aiaj = aiak =⇒ aj = ak，这与集合中元素不同矛盾.

因此必然有 aiR = R，必然有 aiam = 1，也就是说除零以外每个元素都有右逆元，又因为这是交换环，因

此左逆元也有了，这就证明完毕了.
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定义 2.14 (除环（体）)

♣除环是一个非零环，其中每个非零元素都具有乘法逆.

注也就是说除环与域的区别只有交换与非交换的区别；在一般的教材里，对于域的定义就是交换除环.

定理 2.9 (Wedderburn)

♥有限除环是域.

定义 2.15 (整闭整环)

♣

给定整环 R，定义 R̄ := {α ∈ Frac(R) | f(α) = 0, f是系数在R中的首一多项式}.
则 R̄ 称作 R 在 Frac(R) 中的整闭包.
若 R̄ = R，则称 R 是整闭整环.

命题 2.22 (例二)

♠

R := Z 且 α ∈ Frac(Z) : Q 满足

αn + b1α
n−1 + · · ·+ bn−1α+ bn = 0.

其中 bi ∈ Z.
设 α = p

q , p, q ∈ Z, (p, q) = 1, q > 0.

则原方程可化为：

pn + b1p
n−1q + · · ·+ bn−1pq

n−1 + bnq
n = 0.

两边模 q，则有 pn ≡ 0(modq) =⇒ q = 1.

也就是说在这个例子里，Z 在 Q 中的整闭包就是自己，因此 Z 是个整闭整环.

命题 2.23 (例三)

♠

R := Z[
√
5]，Frac(R) = Q(

√
5)，Z[

√
5] 不是一个整闭整环.

取 α =
√
5−1
2 ∈ Frac(R)\R，则 α 满足

α2 + α− 1 = 0.

α 是在 R 在 Frac(R) 的整闭包里的，然而却不在 R 里，这就说明了 Z[
√
5] 不是一个整闭整环.

命题 2.24 (例四)

♠

R := C[t2, t3] = C[x, y]/(x3 − y2).

取

α =
t3

t2
=
y

x
∈ F\R 与 f(T ) = T 2 − x.

则有

f(α) =
y2

x2
− x =

y2 − x3

x2
= 0.

因此本例也不是整闭的.

定义 2.16 (素理想)

♣
给定非零交换幺环 R，I 是 R 的理想，若 R/I 是整环，则称 I 是 R 的素理想.
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定理 2.10 (素理想的等价命题)

♥给定非零交换幺环 R，I 是 R 的理想，则有：I 是素理想 ⇐⇒ I 6= R 且 ab ∈ I =⇒ a ∈ I 或者 b ∈ I.

证明 =⇒ : R/I 为整环，且其中 1 6= 0，这说明其非零.
ab = 0 =⇒ ab+ I = OR/I，又有 ab+ I = (a+ I)(b+ I) = 0R/I，且R/I 为整环，这说明 a+ I = 0R/I =⇒

a ∈ I 或 b ∈ I.

⇐=: I 6= R =⇒ R/I 非零.
考察 R/I 是否整环，考察 (a+ I)(b+ I) = 0R/I .
我们需要证明若 (a+ I)(b+ I) = 0R/I，则有 a+ I = 0R/I 或 b+ I = 0R/I，即 a ∈ I 或 b ∈ I .

(a+ I)(b+ I) = 0R/I ⇐⇒ ab+ I = 0R/I ⇐⇒ ab ∈ I.

而我们有条件 ab ∈ I =⇒ a ∈ I 或者 b ∈ I，这就证明完毕了.
注 {0} 是任意一个整环的素理想.

定义 2.17 (极大理想)

♣
给定交换幺环 R，m 是 R 的一个理想，若 R/m 是一个域，则称 m 是一个极大理想.

注可以发现极大理想必定是素理想，因为域显然是个整环.

定理 2.11

♥在承认 Zorn 引理的情况下，每个环都有极大理想.

定理 2.12

♥给定交换幺环 R，m 是 R 的一个极大理想 ⇐⇒ m 6= R 且任何包含 m 的理想只能是 m 或 R.

证明 =⇒ : R/m是域，域无非平凡理想，也就是说 R/m的理想只能是 {0}或者 R/m，考虑 a+m什么时候是

{0}或者 R/m，显然当 a ∈ m或 a ∈ R的时候.
也就是说此时有 R中任何包含m的理想只能是m或 R.

⇐=: 若 R/m不是域，设 a ∈ R/m是非零元且不可逆.
考虑 J = (a) = aR/m.

首先 J 6= 0，因为其至少包含了一个 a+m.

并且 J 6= R/m，因为 a 6= 1（由于其不可逆）.
那么根据同态定理可知，R中存在着包含m的理想 Ĵ，且其不是m与 R.

故矛盾，所以 R/m是域.

命题 2.25 (例五)

♠

取 R = Z[x]，I := (x) = xR = {f(x) = a1x+ · · ·+ anx
n | ai ∈ Z}.

再考察 R/I = Z，这是个整环.
也就是说 I 是素理想，但不是极大理想.

命题 2.26 (例六)

♠

还是例一中的条件，取 mp := (x, p), p 是素数.

mp = {f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n | a1, · · · , an ∈ Z, a0 ∈ pZ}.

则有 R/mp
∼= Z/pZ = Fp =⇒ mp 是极大理想.
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定义 2.18 (整除)

♣
给定非零交换幺环 R，对 a, b ∈ R，若存在 c ∈ R，使得 a = bc，则称 b 可整除 a，记作 b | a.

注 b | a =⇒ a ∈ (b).

接下来在讨论整除性之前我们需要考虑一些事情，比如在通常的初等数论里，我们讨论整除性是默认在自

然数集上，这是由于其上有一个序关系，或者说这些都是默认大于零的.
然而在普通的环里是没有这些东西的，我们需要对此作出推广.

定义 2.19 (单位)

♣

给定整环 R，若其中元素 a 有乘法逆，则称 a 是 R 中的一个单位.
所有单位构成的集合记作 U(R) 或 R×.

注 R× 在乘法下构成一个交换群.

命题 2.27 (例七)

♠

1. R = Z, R× = {1,−1}.
2. R = Z[i], R× = {1,−1, i,−i}.
3. R = Z[

√
3]

接下来我们想要仿照初等数论中的素数唯一分解定理，来做出一些类似的东西.

定义 2.20 (相伴)

♣

在整环 R 上定义一个相伴关系：a ∼ b⇐⇒ ∃u ∈ R×使得a = ub.
容易验证其满足等价关系.

引理 2.4

♥
整环中 a ∼ b⇐⇒ a | b, b | a.

证明 =⇒ : a ∼ b =⇒ a = ub =⇒ b | a，并且因为 u是单位，故有乘法逆，则有 b = u−1a =⇒ a | b.
⇐=: a | b, b | a⇐⇒ b = ac, a = bd =⇒ a = acd =⇒ cd = 1 =⇒ c, d ∈ R×.

因此得证.
注整除关系是一个偏序关系.

定义 2.21 (真因子)

♣
给定整环 R，若 a, b ∈ R，有 a | b 但 b ∤ a，则称 a 是 b 的一个真因子.

定义 2.22 (不可约元)

♣给定整环 R，a ∈ R 且 a 6= 0，若 a 不能分解为真因子的乘积，则称 a 是不可约元.

定义 2.23 (素元)

♣
给定整环 R，a ∈ R 且 a 6= 0，若 (a) 是素理想，则称 a 是素元.

注素元不可约（接下来就要证明），但是不可约元不一定是素元，然而若在环上加点条件则两者等价.

引理 2.5

♥整环中 q = ab，若 a 或 b 是一个单位，则 q 不可约.

证明 这是因为若其中一个元素是单位也就说明 q与另一个元素相伴，由引理2.4就给出了互相整除，因此这个元
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素也就不是真因子，因此分解不了为真因子乘积，故 q不可约.

命题 2.28 (例八)

♠

R := C[t2, t3] = C[x, y]/(y2 − x3).

设 x := x+ (x3 − y2)，则有 x 不可约且不素，设 x = PQ，则有：

x+A(x, y)(y2 − x3) = [P (x, y) +B(x, y)(y2 − x3)][Q(x, y) + C(x, y)(y2 − x3)].

取 x = t2, y = t3，则有：

t2 = P (t2, t3)Q(t2, t3) =⇒ P,Q有一个是非零常数 =⇒ P,Q不是真因子.

因此这就说明了 x 不可约.
下说明 x 不素，考虑

y · y = y2 = x3 = x(x2) ∈ (x).

下说明 y /∈ (x) ⇐⇒ x ∤ y.
反证，设 y = x ·Q，则有：

y +A(x, y)(y2 − x3) = [x+B(x, y)(y2 − x3)][Q(x, y) + C(x, y)(y2 − x3)].

同样的，取 x = t2, y = t3，则有：

t3 = t2Q(t2, t3) =⇒ Q(t2, t3) = t.

因此矛盾！原命题得证.

命题 2.29 (例九)

♠

R := Z[
√
−3]，我们在这个例子里要说明：2 不可约，并且不是素元.

假设其可约，则有：

2 = (a+ b
√
−3)(c+ d

√
−3) = (ac− 3bd) + (ad+ bc)

√
−3. =⇒

ac− 3bd = 2

ad+ bc = 0

再考虑

(a− b
√
−3)(c− d

√
−3) = (ac− 3bd)− (ad+ bc)

√
−3 = 2.

将上两式乘到一起，得到：

4 = (a2 + 3b2)(c2 + 3d2).

右边因为 a, b, c, d ∈ Z，且因为平方都大于等于零，可以发现无论怎样都取不到 4，因此矛盾！（若想要严

格论证可以考虑 4 的素因子分解讨论）

这给出了 2 不可约，下说明 2 不素：

考虑 (1 +
√
−3)(1−

√
−3) = 4 ∈ (2)，然而显然有 1 +

√
−3 /∈ (2)，故得证.

引理 2.6

♥

给定整环 R，q ∈ R, q 6= 0, q /∈ R×，则：

q不可约 ⇐⇒ (q)是极大主理想(即(q) ⊆ (a) =⇒ (a) = (q)或者(a) = R).

证明 =⇒ : 我们有 q不可约，设 (q) ⊆ (a)，这给出了 q = ab，因为不可约，故 a是单位或 b是单位.
若 a是单位，也就是说 (a) = (1) = R.
若 b是单位，也就是说 q ∼ a =⇒ (a) = (q).

⇐=: 设 q = ab，于是 (q) ⊆ (a) =⇒ (a) = (q)或者 (a) = (1) = R，这是由其极大理想所得.
若 (a) = (1) = R，也就是说 a是单位，这给出了 q不可约.
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若 (a) = (q)，这可以得到 a = qc，代入上式，可以得到 cb = 1 =⇒ b ∈ R×，这给出了 q不可约.

定理 2.13

♥条件同上，素元不可约.

证明 设 p为素元，且设 (p) ⊆ (a)，下证明 (a)只能是 R或者 (q).

(p) ⊆ (a) =⇒ p = ab =⇒ a ∈ (p)或b ∈ (p).

a ∈ (p) =⇒ (a) ⊆ (p) =⇒ (a) = (p).

b ∈ (p) =⇒ b = pc =⇒ p = apc =⇒ ac = 1 =⇒ a ∈ R× =⇒ (a) = (1).

因此得证.
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2.5 GCD整环
上节末尾写到素元不可约，接下来要讨论的就是什么时候不可约元也是素元，为了这个目的，我们需要定

义最大公因子.

定义 2.24 (最大公因子)

♣

给定整环 R，a, b ∈ R 且 a, b 6= 0.

若 d ∈ R，且有 d | a, d | b，则称 d 是 a 与 b 的公因子.
若对任意 a 与 b 的公因子 c，都有 c | d，则称 d 是 a 与 b 的最大公因子，记作 (a, b).

定义 2.25 (GCD整环)

♣
给定整环 R，若对任意 a, b ∈ R，都存在 (a, b)，则称 R 是 GCD 整环.

引理 2.7

♥若 d1, d2 都是 a, b 的最大公因子，则有 d1 ∼ d2.

注这也就是说，最大公因子在相伴意义下唯一.

命题 2.30 (例九的延续)

♠

我们现在说明 R = Z[
√
−3] 里是不存在最大公因子的.

取 a = 4, b = 1 +
√
−3，我们考察 (a, b).

首先有 (2, 1 +
√
−3) ∼ 1，这可以考虑 2 ∤ 1 +

√
−3 且 2 不可约.

其次有结论：(ca, cb) ∼ c · (a, b)，因此我们有：

(4, 2(1 +
√
−3)) ∼ 2 · (2, 1 +

√
−3) = 2.

然而我们有 1 +
√
−3 | 4，也就是说若 2 ∼ (4, 2(1 +

√
−3))，则必有 1 +

√
−3 | 2，故矛盾！

命题 2.31 (GCD整环的性质)

♠

1. R 中任意 n 个元素都有最大公因子.
设 a1, a2, · · · , an ∈ R，且设 d1 = (a1, a2), d2 = (d1, a3), · · · , dn = (dn−1, an)，则有 dn =

(a1, a2, · · · , an).
2. ((a, b), c) ∼ (a, (b, c)).

3. (ca, cb) ∼ c · (a, b).
4. (a, b) ∼ 1, (a, c) ∼ 1 =⇒ (a, bc) ∼ 1.

证明

1. dn 是 a1, · · · , an 的公因子可以从其定义反推直接看出.
最大性：设 c也是 a1, · · · , an 的公因子，则由 d1 = (a1, a2)，必然有 c | d1，又因为 d2 = (d1, a3)，则必然

有 c | d2，一直这样下去即有 c | dn，这就说明了最大性.
2. 由 1可得，这两者都是 (a, b, c)，故必相伴.
3. 设 d = (a, b), e = (ca, cb)，要证：e ∼ cd.

首先有 d | a =⇒ a = dt =⇒ ca = cdt =⇒ cd | ca，同理可得 cd | cb，因此有 cd | e =⇒ e = cdp，又由

e = (ca, cb) =⇒ ca = ex，则有：

ca = cdpx =⇒ a = dpx =⇒ dp | a.

同理可得 dp | b =⇒ dp | d =⇒ p ∈ R×，也就是说 e = cdp中 p是个单位，这就是相伴的定义.
4. (a, bc) ∼ ((a, ac), bc) ∼ (a, (ac, bc)) ∼ (a, c(a, b)) ∼ (a, c) ∼ 1
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2.5 GCD 整环

定理 2.14

♥若 R 是 GCD 整环，则其中的不可约元是素元.

证明 设 p是不可约元，下证明：

p ∤ a, p ∤ b =⇒ p ∤ ab.

p ∤ a =⇒ (p, a) ∼ 1，同理可得 (p, b) ∼ 1，因此可推出 (p, ab) ∼ 1 =⇒ p ∤ ab.
注也就是说 GCD 中不可约元等价于素元.
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2.6 UFD
本节要讨论“唯一分解”这种性质.

定义 2.26 (UFD)

♣

给定整环 R，a ∈ R, a 6= 0, a /∈ R×.
若 a可分解为 R 中有限个不可约元的乘积，且这个分解在相伴意义下唯一，则称 R 是一个唯一分解整环

（UFD）.
唯一分解是指：若 a = p1p2 · · · ps = q1q2 · · · at，则有 s = t，且存在 σ ∈ St，使得 qi ∼ pσ(i).

命题 2.32 (例子)

♠

1. Z,C[x] 是 UFD.
2. Z[

√
−5] 不是 UFD.

定理 2.15

♥UFD =⇒ GCD.

证明 设 a, b ∈ R, a, b 6= 0, a, b /∈ R×.

设 a = pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k , b = qβ1

1 qβ2

2 · · · qβl

l ，其中 αi ≥ 1, βi ≥ 1.

设 {p1, p2, · · · , pk, q1, q2, · · · , ql}/ ∼= {r1, r2, · · · , rn}，其中 ∼是相伴这个等价关系.
因此

a ∼ rc11 r
c2
2 · · · rcmm , b ∼ rd11 r

d2
2 · · · rdmm .

其中 ci, di ≥ 0.

取 d = re11 r
e2
2 · · · remm ，其中 ei = min{ci, di}，则 d = (a, b).

最大公因子的验证是容易得出的.

命题 2.33 (GCD未必 UFD的例子)

♠

R = C[xr | r ∈ Q, r > 0]，设：

f, g ∈ R, f = a0 + a1x
α1 + a2x

α2 + · · ·+ anx
αn , g = b0 + b1x

β1 + b2x
β2 + · · ·+ bmx

βm .

首先由于 x 可以无限分解，类似的 f 也可以无限分解，因此 R 不是 UFD.
下证此是一个 GCD.
设

α1 =
q1
p1
, · · · , αn =

qn
pn
, β1 =

s1
r1
, · · · , βm =

sm
rm

.

取 N = [p1, · · · , pn, r1, · · · , rm]（这里中括号的意思是最小公倍数），则有

α1 =
A1

N
, · · · , αn =

An
N
, β1 =

B1

N
, · · · , βm =

Bm
N

.

那么我们发现此时代回原式，则有 f, g ∈ C[x 1
N ]，这是一个一元多项式环，我们后面会证明这是一个 ED，

因此这的确是个 GCD.
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定义 2.27 (ACCP)

♣

给定整环 R，若 R 中不存在如下形式的序列（我们称之为因子链）：

a1, a2, · · ·，其中每个 ai+1 都是 ai 的真因子，则称 R 满足因子链条件.
如下是等价命题：

设 Ik = (ak)，每个 ak+1 都是 ak 的真因子也就是：ak+1 | ak, ak ∤ ak+1，这等价于

Ik ⊆ Ik+1, Ik 6= Ik+1.

也就是说等价于 R 中不存在主理想的升链，即：I1 ⊆ I2 ⊆ · · ·，其中 Ik 6= Ik+1.

而这又等价于存在有限长度的主理想升链，即：若有 I1 ⊆ I2 ⊆ · · ·，则存在 m，使得 n > m 时，有

In = Im.

再将如上命题翻译回元素的形式即是说存在有限长度的因子链.（口头语言，读者应能体会其中真意）

注此条件全称为 Ascending Chain Condition of Principal Ideals，缩写为 ACCP.
对应的 ACC（Ascending Chain Condition of Ideals）与 DCC（Descending Chain Condition of Ideals）分别为

Noether 环和 Artin 环.

定义 2.28 (素性条件)

♣若一个整环中不可约元都是素元，则称其满足素性条件.

定理 2.16

♥给定整环 R，则 R 是 UFD ⇐⇒ 其满足 ACCP 与素性条件.

证明 =⇒ : UFD可以推出 GCD，同时 GCD满足素性条件，因此只需证 UFD满足 ACCP：
反证：设 UFD中有因子链：a1, a2, · · ·，则有 ai = qiai+1，又因为因子链条件说这是个真因子，故 qi 不是

单位.
因此我们有 a1 = q1a2 = q1q2a3 = · · ·，然而这与唯一分解性矛盾，也就是说 UFD中不存在因子链，故 UFD

满足 ACCP.
⇐=: 我们用 ACCP说明这个环中元素存在有限长度的不可约分解.
设 a ∈ R且 a 6= 0, a /∈ R×，则 ACCP是说 R中存在有限长度的不可约分解，则

a = p1p2 = · · · = q1 · · · qs

其中 qi是不可约元，合理性由 ACCP保证.（因为若还有元素可约，则继续分解并在有限步后停止，否则无
限分解即与 ACCP矛盾！）
下用素性条件证不可约分解唯一性：

设 a = p1 · · · ps = q1 · · · qt，其中 pi, qj 均不可约.
素性条件是说所有不可约元皆为素元，那么由 p1 | q1 · · · qt 可推出 p1 | qj，又 qj 也不可约，故 p1 ∼ qj =⇒

p1 = uqj，其中 u ∈ R×，这就给出了：up2 · · · ps = q1 · · · qj−1qj+1 · · · qt.
继续如此直到两侧都刚好消完只剩下单位或者有一方多出一些不可约元.
若两边都刚好消完则说明了唯一性，若有一方多出一些不可约元，则说明这些不可约元的乘积与 1相伴，这

显然矛盾！故唯一性得证.

推论 2.1

♥R 是 UFD⇐⇒ 其是 GCD 且满足 ACCP.

证明 由 UFD=⇒GCD及 GCD满足素性条件可得.
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2.7 PID与 ED

定义 2.29 (PID)

♣给定整环 R，若 R 的理想都是主理想，则称其是一个主理想整环（PID）.

命题 2.34 (例子)

♠

1. Z 是一个 PID.
2. 域 F 上的一元多项式环 F [x] 是一个 PID.
3. Gauss 整环 Z[i] 是一个 PID.
4. Z[

√
−5] 不是一个 PID，比如 (3, 1 + 2

√
−5) 就不是一个主理想.

定理 2.17

♥PID 中的非零素理想都是极大理想.

证明 设 p是 R中的一个素理想，R是 PID，若 (m) ⊇ (p)是包含 (p)的一个极大理想，那么 p = mn对于某些

n ∈ R成立，则由素理想的定义，我们有m或 n属于 (p).
如果m ∈ (p)，那么 (m) ⊆ (p)，这自然有 (p) = (m).
如果 n ∈ (p)，那么 n = ps，其中 s ∈ R，因此有 p = mn = mps，从而 1 = ms.
这意味着m是一个单位，因此 (m) = (1)，这与 (m)是极大理想的假设矛盾.

定义 2.30 (Bézout整环)

♣若整环 R 中两个主理想之和仍是主理想，则称其为一个 Bézout 整环.

注由定义容易得到：任意一个 PID 都是 Bézout 整环.

定理 2.18

♥PID =⇒ UFD.

证明 先证明 PID可以推出 ACCP：
设有主理想升链：

(a1) ⊆ (a2) ⊆ · · ·

记 I =

∞⋃
k=1

(ak)，容易验证这是个理想，又因为 PID定义，故 I 是主理想，即 I = (a)，其中 a ∈ R.

注意到 1R ∈ R，因此 a ∈ I，故必存在 k，使得 a ∈ (ak)，因此有 (a) = I ⊆ (ak)，又有 (ak) ⊆ (a) = I，故

有 I = (ak).

再考虑 l > k，此时有 (al) ⊆ I = (ak)，又由升链条件有 (ak) ⊆ (al)，这就给出了 (ak) = (al)，这就是 ACCP
的一个等价命题，故得证.
再证明 PID推出 GCD：
设 a, b ∈ R，则 ∃d ∈ R，使得

(a) + (b) = (d).

只需证明 d = (a, b).

由于 a ∈ (a) ⊆ (d)，这就给出了 d | a，同理可得 d | b，下证最大.
设另有 a, b的公因子 c，则有 (a) ⊆ (c), (b) ⊆ (c) =⇒ c | a, c | b =⇒ c | ua+ vb，其中 u, v ∈ R，因此有

(d) = (a) + (b) ⊆ (c) =⇒ c | d.

这就说明了最大性.
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定义 2.31 (ED)

♣

给定整环 R，若存在函数 ν : R\{0} → N，满足：

∀a ∈ R, b ∈ R\{0}, ∃q, r ∈ R,使得a = bq + r,其中r = 0或者ν(r) < ν(b).

则称这是一个欧几里得整环（ED），ν 称作 R 的一个欧几里得赋值.

命题 2.35 (例子)

♠

1. 初等数论中整数环上的带余除法，ν(n) = |n|.
2. 多项式环上的带余除法，ν(f) = deg(f).

命题 2.36 (Gauss整环上的带余除法)

♠

对于 R = Z[i]，我们定义其上欧几里得赋值 ν(x+ yi) = x2 + y2，也可以写成 ν(z) = |z|2.
接下来验证带余除法，设 a = x+ yi, b = z + wi, b 6= 0.

考虑
a

b
=
x+ yi

z + wi
=

(x+ yi)(z − wi)

z2 + w2
= u+ vi.

其中 u, v ∈ Q.
设 u, v 的四舍五入是 ũ ∈ Z, ṽ ∈ Z，记 u = ũ+ ε, v = ṽ + η，则有 |ε| ≤ 1

2
, |η| ≤ 1

2
，因此有：

a

b
= (ũ+ ε) + (ṽ + η)i =⇒ a = b(ũ+ ṽi) + b(ε+ ηi).

此时 q = ũ+ ṽi, r = ε+ ηi，r = a− bq =⇒ r ∈ R.

ν(r) = |r|2 = |b|2 · (ε2 + η2) ≤ 1

2
|b|2 ≤ ν(b).

因此得证.

定理 2.19

♥ED 可以推出 PID.

注 PID 但不是 ED 的例子：Z
[
1 +

√
−19

2

]
.

证明

给定整环 R及一欧几里得赋值 ν，设 I 是 R的一个理想.
若 I = (0)，则其当然是主理想.
若 I 6= (0)，则 I 至少有一个非零元，设 b是其中赋值最小（在自然数集里自然能谈大小）的那个元素，自

然有 (b) ⊆ I.

对 a ∈ I 做带余除法，则有 a = bq + r，并且 ν(r) < ν(b)，然而这与 b 的定义矛盾，故 r = 0，因此

a = bq =⇒ a ∈ (b) =⇒ I ⊆ (b) =⇒ I = (b).
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2.8 多项式环与 UFD续

定义 2.32 (多项式环)

♣

给定交换幺环 R.

R[x] :=

a : N → R

n 7→ an
| ∃N ∈ N, ∀n > N, an = 0

 .

加法定义为 a+ b := n 7→ an + bn.

乘法定义为 a · b := (n 7→ an) · (n 7→ bn) = n 7→
n∑
k=0

akbn−k.

乘法幺元定义为 1R[x] :=

0 7→ 1R

n 7→ 0R, n > 0

 .

加法幺元定义为 0R[x] := {n 7→ 0}.
经过验证，R[x] 是个交换幺环.

注形式幂级数事实上可以看作上述定义去掉最高次数条件，记作 R[[x]].

接下来讨论形式幂级数环的理想.

命题 2.37

♠

首先考虑最简单的情况，域 F 上的形式幂级数环 R := F [[x]]，写出其上的元素：

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·

我们说明每个 f 都有逆：

[f(x)]−1 =
1

a0
(1 +

a1
a0
x+

a2
a0
x2 + · · · )−1.

而我们有公式

(1 + y)−1 = 1− y + y2 − · · ·

也就是说这个逆的确可以表示成形式幂级数环里的某个元素，因此每个 f 都有逆.
设 I 是 R 中的非平凡理想，设 a ∈ I, a 6= 0, a /∈ R×，则有：

a = akx
k + ak+1x

k+1 + · · · = xk(ak + ak+1x+ · · · )

我们知道每个 f 都有逆，也就是说都是单位，这给出了 a 与 xk 相伴，我们在 xk 中挑出次数最小的那个，

则有：

I = (xk) = (x)k.

47



2.8 多项式环与 UFD 续

命题 2.38 (满足素性条件但不是 GCD的例子)

♠

R := Z+ (x, y)Q[[x, y]]，写出 R 中的元素：

f = a0 +
∑
i,j≥0

(i,j) ̸=(0,0)

aijx
iyj .

其中 a0 ∈ Z, aij ∈ Q，若 a0 6= 0 则有

f = a0(1 +
∑ aij

a0
xiyj).

与上个命题类似的，我们可以说明 1 +
∑ aij

a0
xiyj 是 R 中的一个单位，因此 f ∼ a0 ∈ Z，此时当然有不

可约元等价于素元.
若 a0 = 0，则有：

f = p(
∑ aij

p
xiyj).

其中 p 为素数，这就说明了 f 不是不可约元，因此我们的确说明了环 R 中不可约元等价于素元.
再证明其没有最大公因子：

取 a = x, b = y，则根据上述讨论所有素数 p 显然都是 a 与 b 的公因子，那 GCD 是无从谈起.

多项式次数的定义默认.

引理 2.8

♥

给定整环 R，f, g ∈ R[x]，则有

deg fg = deg f + deg g.

注注意，若不是整环可能会引入零因子，导致首项系数为零.

推论 2.2

♥
R 是整环，则 R[x] 必定是整环.

证明

fg = 0 =⇒ deg f + deg g = −∞ =⇒ deg f = −∞或者 deg g = −∞ =⇒ f = 0或者g = 0.

引理 2.9

♥
deg 是 R = F [x] 上的欧几里得赋值，其中 F 是一个域.

注注意这里需要取到域上的多项式环，反例：

Z[x]，考虑其中理想 I =< 2, x >= {a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n | a0 | 2}.
这个理想不是主理想，故 Z[x] 不是 PID，更不是 ED.

证明 deg的确是一个从 R\{0}射到 N的映射.
设 f ∈ R, g ∈ R\{0}，令

f = anx
n + · · ·+ a0, g = bmxm + · · ·+ b0.

若 n < m，则令 q = 0, r = f，则成立 f = gq + r，且 deg r < deg g.

若 n ≥ m，我们使用数归：

假设小于 n时都已成立带余除法，下证等于 n时成立.
令 f̃ = f − an

bm
xn−mg，此时可知 deg f̃ < n，因此成立带余除法：

f − an
bm

xn−mg = gq + r =⇒ f = g(q +
an
bm

xn−m) + r.

此时 q′ = q + an
bm
xn−m，并且有 deg r < deg g.
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2.8 多项式环与 UFD 续

推论 2.3

♥

1. F [x] 是 ED，因此是 PID、UFD、GCD、Bézout 整环.
2. F [x] 中不可约元等价于素元，这是因为 GCD 的性质.（F [x] 中的不可约元自然就是不可约多项式）

3. 考虑 F [x] 中的不可约多项式 f 生成的理想 I，由于 f 不可约且 F [x] 是 PID，因此 I = (f) 或 I = R，

这就给出了 I 是极大理想，因此由等价命题得 F [x]/I 是一个域.

定理 2.20 (多项式环的泛性质)

♥

给定交换幺环 R,S 及环同态 ϕ : R → S，设 u1, · · · , un ∈ S，则存在唯一环同态 ϕ̃ : R[x1, · · · , xn] → S，

满足：ϕ̃ |R= ϕ, ϕ̃(xi) = ui, i = 1, · · · , n.
即使得如下交换图成立：

R S

R[x1, · · · , xn]

φ

φ̃

证明 当 n = 1时，定义：

ϕ̃(a0 + a1x+ · · ·+ anx
n) := ϕ(a0) + ϕ(a1)u+ · · ·+ ϕ(an)u

n.

容易验证此时满足条件.
设小于 n时满足条件，下证等于 n时满足：

记 ϕ̃n−1 : R[x1, · · · , xn−1] → S，此时对于下述

R[x1, · · · , xn] = R[x1, · · · , xn−1][xn] := R̃[xn].

应用小于 n的情况：

对于 R̃，我们有环同态：ϕ̃ : R̃→ S，则存在环同态 R̃[xn] → S，满足：ϕ̃n |R̃= ϕ̃n−1，且 ϕ̃n(xn) = un ∈ S.

唯一性只需说明两个环同态在 R上对每个元素的作用都一样即可.

推论 2.4

♥
R[x1, · · · , xn] 与 R[y1, · · · , yn] 同构.

证明 取 S = R[y1, · · · , yn]，考虑映射
ϕ : R→ S

a 7→ a

则由泛性质知，存在唯一环同态 ϕ̃ : R[x1, · · · , xn] → S，且 ϕ̃ |R= id, ϕ̃(xi) = yi.

再取 S′ = R[x1, · · · , xn]，考虑映射
ψ : R→ S′

a 7→ a

则由泛性质知，存在唯一环同态 ψ̃ : R[y1, · · · , yn] → S′，且 ψ̃ |R= id, ψ̃(yi) = xi.

接下来考虑两个映射的复合：ϕ̃ ◦ ψ̃ : R[y1, · · · , yn] → R[y1, · · · , yn]，并且由之前的条件可得：ϕ̃ ◦ ψ̃ |R=
id, ϕ̃ ◦ ψ̃(yi) = yi.

我们断言，此时必有 ϕ̃ ◦ ψ̃ = idR[y1,··· ,yn].

理由如下：

我们构造映射：

h : R→ R[y1, · · · , yn]

a 7→ a
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则由泛性质可知，存在唯一环同态 h̃ : R[y1, · · · , yn] → R[y1, · · · , yn]，且此时有 h̃ |R= id, h̃(yi) = yi，容易

观察出 idR[y1,··· ,yn] 满足其条件，由唯一性可知 h̃ = idR[y1,··· ,yn].

因此 ϕ̃ ◦ ψ̃也满足条件，由唯一性可知 ϕ̃ ◦ ψ̃ = idR[y1,··· ,yn].

同理可得 ψ̃ ◦ ϕ̃ = idR[x1,··· ,xn].

因此两者的确同构.

定义 2.33 (本原多项式)

♣

给定 R 是 UFD，对于 f ∈ R[x]：

f = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n.

称 d = (a0, a1, · · · , an) 是 f 的最大公因子.
若 d = 1，则称 f 是本原多项式.

注有了这个概念之后事实上对于任何一个多项式，我们提取其最大公因子，即可将其变为本原多项式.

引理 2.10

♥

给定 R是 UFD，F 是 R的分式域（以下都默认此条件），f ∈ F [x]\{0}，则存在 r ∈ F\{0} 使得 f = rf1，

其中 f1 是 R[x] 中的本原多项式，且这种分解在相差一个 R 中的单位的意义下唯一.

证明 设

f = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n.

其中 ai =
ci
bi
, ci ∈ R, bi ∈ R\{0}，取 b = [b0, b1, · · · , bn]，则 bf ∈ R[x]，因此根据上面的 remark我们有

bf = cf1.

其中 f1 是 R[x]中的本原多项式，c是 bf 的最大公因子，再取 r =
c

b
，则有：

f = rf1.

下证唯一性：

设

f = r1f1 = r2f2.

其中 r1 =
c1
d1
, r2 =

c2
d2
, c1, c2 ∈ R, d1, d2 ∈ R\{0}，两边同乘 d1d2，则有：

d2c1f1 = d1c2f2 := g.

由于 f1, f2 都是本原多项式，因此 d2c1, d1c2 都是 g的最大公因子，因此有

d2c1 ∼ d1c2 =⇒ d2c1 = d1c2u, u ∈ R× =⇒ r1 = r2u =⇒ f1 = f2u.

因此得证.

推论 2.5

♥
设 f, g ∈ R[x] 且都是本原多项式，且它们在 F 中相伴，则它们在 R 中也相伴.

证明 设 f = gu, u ∈ F, f = f · 1，我们知道 g, f 都是本原多项式，并且 f ∈ R[x] =⇒ f ∈ F [x]，也就是说我们

对 F [x]中的一个多项式做出了一个本原多项式的分解，由引理可知这种分解在相差一个R中的单位的意义下是

唯一的，因此有 f 和 g相差一个 R中的单位.

引理 2.11 (Gauss)

♥本原多项式的乘积是本原多项式.

证明 设 h = fg，f, g都是本原多项式.
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2.8 多项式环与 UFD 续

假设 p | h，p是 R中素元，考虑 R := R/(p)，则 R是整环.
定义

ϕ : R[x] → R[x]∑
aix

i 7→
∑

(ai + (p))xi

则有 ϕ(h) = ϕ(f)ϕ(g) = 0，又因为 R[x]是整环，因此有 ϕ(f) = 0或 ϕ(g) = 0，这就说明了 p | f 或 p | g，
这与 f, g本原矛盾！

引理 2.12 (Gauss)

♥
设 f ∈ R[x], deg f > 0，若 f 在 R[x] 中不可约，则 f 在 F [x] 中也不可约.

证明 设 f = ϕ1 · ϕ2, ϕ1, ϕ2 ∈ F [x]，对其做分解：

ϕ1 = r1 · f1, ϕ2 = r2 · f2.

其中 r1, r2 ∈ F, f1, f2 ∈ R[x]且 f1, f2 是本原多项式，这就给出了

f = r1r2f1f2.

由引理 2.8可得 f1f2 与 f 相差一个 R中的单位，而这与 f 在 R[x]中不可约矛盾！故得证.

定理 2.21

♥
给定 R 是 UFD，则 R[x] 也是 UFD.

证明 设 f(x) ∈ R[x]，将其最大公因子提出则有 f(x) = df1(x)，其中 d ∈ R，又因为 R是 UFD，则将 d做分解

为：

d = p1 · · · ps.

其中 pi ∈ R是不可约元，若 f1(x)不可约，则分解已完毕.
若 f1(x)可约，则继续分解下去直到都是不可约元，其中每个不可约元都是本原多项式并且次数对比 f1(x)

严格降低.（若不是本原多项式则左边也可提取公因子与本原多项式矛盾！次数严格降低由引理 2.6的公式保证）

因此得到分解：

f1(x) = q1(x) · · · qt(x).

其中 qi(x)是 R[x]中的不可约元，故此时 f(x)的分解为：

f(x) = df1(x) = p1 · · · psq1(x) · · · qt(x).

下证唯一性：

若 f(x)是本原多项式，设

f = q1(x) · · · qh(x) = q′1(x) · · · q′k(x).

其中 qi(x), q
′
j(x) ∈ R[x]不可约，由引理 2.10可知 qi(x), q

′
j(x) ∈ F [x]不可约，又由引理 2.7可知 F [x]是一

个 UFD，故此时分解唯一性得证.
若 f(x)不是本原多项式，设

f(x) = p1 · · · psq1(x) · · · qt(x) = p′1 · · · p′mq′1(x) · · · q′n(x).

其中 pi, p
′
j ∈ R, qk(x), q

′
h(x) ∈ R[x]且为不可约元.

由引理 2.8可知此时有分解唯一性，故得证.

推论 2.6

♥
给定 R 是 UFD，则 R[x1, x2, · · · , xn] 也是 UFD.

证明 可以看作从 R[x1]开始，每次往里加一个不定元，而这个正确性是由上述定理保证的.
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2.9 PID 上有限生成模的分类

2.9 PID上有限生成模的分类

定义 2.34

♣

给定 R 是 PID，设 M 是 R 模.
对于 a1, · · · , an ∈M，称

(Ra1) + · · ·+ (Ran) := N

为由 a1, · · · , an 生成的子模.
若 M = N，则称 M 是有限生成的.

定理 2.22

♥

存在真理想的降链：

(d1) ⊇ (d2) ⊇ · · · ⊇ (dn)

使得

M ∼= (R/(d1))⊕ · · · ⊕ (R/(dn)).

且 di 在相伴的意义下唯一，di 称作 M 的不变因子.
若再对 di 进行分解，则可以应用中国剩余定理，分解之后的东西称之为初等因子.

注考虑 R = Z,C[x].
若为 Z，事实上就是有限生成 Abel 群.
若为 C[x]，事实上就是高代里的 Jordan 型理论.
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第 3章 群与群作用

内容提要

h 群的定义及例子 3.1
h 同态 3.2
h 子群，正规子群，商群 3.3
h 同态基本定理 3.4

h 群作用与 Sylow 定理 3.5
h 对称群 3.6
h 交换群 3.7
h 可解群 3.8

我们还是尝试从历史中寻找其本源.

3.1 群的定义及例子

定义 3.1 (对称群 (Symmetric))

♣

给定集合 X，定义

S(X) := {σ : X → X | σ是双射}.

映射复合定义为其上的乘法：

◦ : S × S → S (σ, τ) 7→ σ ◦ τ.

在集合上还可以讨论这个元素的逆：

()−1 : S → S σ 7→ σ−1.

可以验证其有如下性质：

1. (σ ◦ τ) ◦ µ = σ ◦ (τ ◦ µ).
2. σ ◦ idX = idX ◦ σ = σ.

3. σ ◦ σ−1 = σ−1 ◦ σ = idX .

其中 idX 为 X 上的恒等变换，作用为将每个元素变为自身.
我们称 (S, ◦, idX) 为 X 的对称群.

命题 3.1

♠
当 X = {1, 2, · · · , n} 时，S(X) := Sn.

定义 3.2 (置换群 (Permutation))

♣

若 G ⊆ S(X)，满足如下要求：

∀σ, τ ∈ G =⇒

σ ◦ τ ∈ G

σ−1 ∈ G
.

则称 G 是 X 上的一个置换群.

定义 3.3 (变换群 (Transformation))

♣在置换群的基础上，若其还能保持 X 上的某种代数或几何结构，则称 G 是 X 上的一个变换群.



3.1 群的定义及例子

命题 3.2 (例子)

♠

比如线性空间X 中，若 G中元素不仅是双射，还需要保持线性结构，也就是说是线性映射，那自然就是

GL(X).

定义 3.4 (群)

♣

给定集合 G，其上有二元运算 ◦ : G×G→ G，并且满足：

1. (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c).
2. a ◦ e = e ◦ a = a.

3. a−1 ◦ a = a ◦ a−1 = e.

其中 a, b, c, e ∈ G，则称 G 为一个群.

定义 3.5 (群作用)

♣

给定群 G 及一集合 X，有映射：
µ : G×X → X

(g, x) 7→ gx.

若其满足：

1. ex = x.

2. g(hx) = (gh)x.

则称 µ 定义了一个 G 在 X 上的作用，此时称 X 为一个 G− 空间.

注上述定义的是一个左作用，右作用被群元素作用的顺序不同.
我们首先定义的是对称群，这是老观念；之后定义的公理群是新概念，可以发现这其中会有一些联系.

定义 3.6 (子群)

♣给定群 G，H ⊆ G，若 H 在 G 的运算下封闭，则称 H 是 G 的子群.

注 G是 S(X) 的子群.

定义 3.7 (同态)

♣

给定群 G,H，若有一映射 ϕ : G→ H 满足：

ϕ(g1g2) = ϕ(g1)ϕ(g2).

则称 ϕ 是一个群同态.

引理 3.1

♥

若 µ : G×X → X 定义了 G 在 X 上的作用，则

ϕ : G→ S(X)

g 7→ µg(x) := gx

是一个群同态，反之若给定一个群同态则可以定义一个群作用.

注也就是说一个群在一个集合上的作用与这个群到这个集合上的对称群的群同态是一一对应的.
并且需要注意，此引理只适用于左作用，原因是因为证明同态的时候元素顺序不同.
另外此时 gx代表的是 X 到 X 的双射：x 7→ gx.

证明

ϕ(g1)ϕ(g2) = µg1 ◦ µg2(x) = µg1(g2x) = g1(g2x) = (g1g2)(x) = µg1g2(x) = ϕ(g1g2).
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3.1 群的定义及例子

命题 3.3 (群和同态的一些性质)

♠

1. 单位元唯一.
2. 逆唯一.
3. (a−1)−1 = a.

4. (ab)−1 = b−1a−1.

5. ϕ(eG) = eH .

6. ϕ(g−1) = ϕ(g)−1.

命题 3.4 (交换群例子)

♠

1. 域、线性空间、环、模在加法下构成交换群.
2. 整环的单位在乘法下构成交换群：R×.

3. 域的非零元在乘法下构成交换群.

命题 3.5 (有限群例子)

♠

1. |G| = 1，G = {e}.
2. |G| = 2，G = {a, e | a2 = e} = {0, 1} = Z2.

3. |G| = 3，G = Z3.

4. |G| = 4，G1 = Z4，G2 = Z2 × Z2 = {e, a, b, ab | a2 = e, b2 = e, ab = ba}.
5. |G| = 5，G = Z5.

6. |G| = 6，G1 = Z6 = (Z/2Z)× (Z/3Z)，G2 = S3，S3 是最小的非交换群.
7. |G| = 7，G = Z7.

命题 3.6 (李群.)

♠

给定实或复线性空间 V，则 GL(V ) = {ϕ : V → V | ϕ是线性映射且可逆} 是一个群，这称作普通线性群.
若再满足 det(ϕ) = 1，则有其子群 SL(V )，这称作特殊线性群.
更进一步，若 V 上有内积（R 上），则可定义

O(V ) := {ϕ ∈ GL(V ) |< ϕ(α), ϕ(α) >= (α, α)}

这称作正交变换群.
还可定义 SO(V ) = O(V )

⋂
SL(V )，称作特殊正交变换群.

命题 3.7 (辛群 (Symplectic))

♠

若 ω : V ×V → R 是一个反对称非退化双线性型（可以知道其必为偶数阶），此时称 (V, ω) 是一个辛空间，

可定义：

Sp(V, ω) := {ϕ ∈ GL(V ) | ω(ϕ(α), ϕ(β)) = ω(α, β)}.

称其为辛群.
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3.1 群的定义及例子

命题 3.8 (二面体群)

♠

事实上就是正 n 边形的变换群.
我们给出严格定义：

给定一个中心在原点的平面正 n 边形 Rn, 并令 Rn 有一个顶点在 x 轴上, 则平面上所有将 Rn 映成 Rn 的

正交变换构成的群称为 n 元二面体群 (Dihedral Group), 记为 Dn.
直观地来看，我们说二面体群中里面有两类元素：一个是旋转 r，一个是反射 s，并且有 s2 = e, rn = e，

其中 e 代表恒等变换.
这两个变换自然能保证正 n 边形的“不变”，并且两个变换之间也有关系 rsr = s.

接下来我们采用复数的方法来写：

设正 n 边形的顶点为：e
2πi
n k, k = 0, 1 · · · , n− 1.

反射就是 s : z 7→ z̄，旋转则是 r : z 7→ e
2πi
n z.

并且通过关系式

s = s−1, rk = rn−k, rls = sr−l

我们可以说明
Dn =< r, s | s2 = e, rn = e, rsr = s >

= {e, r, r2, · · · , rn−2, s, sr, sr2, · · · , srn−1}.

命题 3.9 (群在自身上的作用)

♠

给定群 G，其在自身上有三种标准作用（都是左作用）：

1.
l : G×G→ G

(g, h) 7→ gh

2.
r : G×G→ G

(g, h) 7→ hg−1

3.
共轭 : G×G→ G

(g, h) 7→ ghg−1

命题 3.10

♠
给定域扩张 E/F，Galois 群 Gal(E/F ) 显然也是一种群作用.
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3.2 同态

3.2 同态
基础知识默认大家已知.

命题 3.11

♠

ϕ : G→ H 是一个群同态.
1.

Kerϕ = {eG} ⇐⇒ ϕ单.

2.
Imϕ = H ⇐⇒ ϕ满.

证明

1. =⇒ :

ϕ(a) = ϕ(b) =⇒ ϕ(ab−1) = eH =⇒ ab−1 = eG.

⇐=:

ϕ(g) = eH = ϕ(eG) =⇒ g = eG ⇐⇒ Kerϕ = {eG}.

2.
ϕ满⇐⇒ ∀h ∈ H, ∃g ∈ G,使得h = ϕ(g) ⇐⇒ Imϕ = H.

命题 3.12 (行列式)

♠

给定线性空间 V overF，G 是 GL(V )，则：

det : G→ F

ϕ 7→ det(ϕ)

根据行列式的定义我们自然可以验证其满足同态定义.
并且我们有

Ker det = SL(V ).

命题 3.13 (自同构给出的群同态)

♠

给定群 G，对于 g ∈ G，我们有：
ϕg : G→ G

h 7→ ghg−1

显然 ϕg 是一个自同构，可以诱导出如下群同态：

Φg : G→ Aut(G)

g 7→ ϕg

称 Inn(G) := Im(Φ) 为一个内自同构群.
考察 Ker(Φ) = {g ∈ G | ϕg(h) = h, ∀h ∈ G}.

ϕg(h) = h =⇒ ghg−1 = h =⇒ gh = hg.

此时可定义群的中心 Z(G) := {g ∈ G | gh = hg, ∀h ∈ G}.
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3.2 同态

命题 3.14

♠

给定有限群 G，对于 a ∈ G，定义：
ta : G→ G

x 7→ ax

其中 ta 是 G 上的一个双射，t−1
a = ta−1，这诱导出了一个群同态：

T : G→ S(G)

a 7→ ta

同态的验证是容易的，并且这是一个单同态，验证也是容易的.
单同态可以看作一个嵌入，也就是说任意一个群可以看作是其自身对称群的一个子群（也就是其自身上

的一个置换群）.

命题 3.15 (exp)

♠

exp: R → R×

x 7→ ex

exp: C → C×

z 7→ ez

e : R → S1 := {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}

θ 7→ (cos θ, sin θ)

命题 3.16 (模m剩余类加法群)

♠

对环 Zm = Z/mZ，我们忘掉其上乘法结构，只考虑加法，那这显然是一个 Abel 群.
对于映射：ϕ : Zm → Zn，我们试图计算其同态.
首先有 ϕ(0) = 0，下设 ϕ(1) = a.

ϕ(m) = ϕ(0) = 0.

而

ϕ(m) = mϕ(1) = ma.

问题转化为，在 Zn 中何时有 ma = 0?

我们首先必有 na = 0.

若 (n,m) = 1，则由 bezout 有

un+ vm = 1 =⇒ a = una+ vma = 0.

此时推出 ϕ = 0.

设 (n,m) = d，同理可得 da = 0，设 n = dn′，此时取 a = kn′，k ∈ N，则有 da = 0.

这就给出了不同的一些同态.

58



3.2 同态

命题 3.17 (Z2 × Z2 与 Z4 不同构)

♠

Z2 × Z2 = {1, a, b, ab | a2 = 1, b2 = 1, ab = ba},Z4 = {1, c, c2, c3 | c4 = 1}.

设 ϕ : Z2 × Z2 → Z4 是一个同态，首先有 ϕ(1) = 1，下考察 ϕ(a) 与 ϕ(b).

a2 = 1 =⇒ ϕ(a)2 = 1 =⇒ ϕ(a) = 1或c2.

同理可得 ϕ(b) = 1或c2，此时可注意到 Imϕ = {1, c2}，也就是说其不是满射，故肯定不是同构.

命题 3.18

♠
给定交换群 G,H，定义 Hom(G,H) := {ϕ | ϕ是 G 到 H 的同态}，则 Hom(G,H) 也是交换群.

命题 3.19

♠

设 ϕ : R → R 是一个群同态且有

ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y).

一般来说这个是解不出的，但若我们加一些条件：

1. ϕ 在某点处连续.
2. ϕ 在某个区间上有界.
3. ϕ 在某个区间上单调.
4. ϕ 在某个区间上可测.

便可推出 ϕ(x) = cx.（c ∈ R）

注陶哲轩观点：对一个比较像群的代数结构，我们给出一些比较弱的正规性条件就可以推出一个比较强的正规

性条件.
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3.3 子群，正规子群，商群

3.3 子群，正规子群，商群
基础知识默认大家已知.
H 是 G的子群，我们记为 H ≤ G.

命题 3.20

♠给定群 G，H 是 G 的有限阶子群 ⇐⇒ ∀g1, g2 ∈ H =⇒ g1g2 ∈ H.

证明 =⇒ : 显然.
⇐=: 选取 g ∈ H，则由假设可知：

g2, g3, · · · ∈ H.

然而 H 有限阶，故必存在 r, s ∈ N，使得 gr = gs =⇒ gr−s = e.

gr−s−1g = e =⇒ gr−s−1 = g−1.

命题 3.21 (例子)

♠

1. 子域，子空间，子模，子环.
2. 给定群同态 ϕ : G→ H，则 Kerϕ ≤ G, Imϕ ≤ H.

3. 设 Hα(α ∈ A) 是 G 的子群，则 H =
⋂
α∈A

Hα 也是子群.

命题 3.22 (集合生成的群)

♠

给定群 G，设 S ⊆ G，定义

H := {H ≤ G | S ⊆ H}, < S >:=
⋂
H∈H

H.

称 < S > 为 G 中由 S 生成的子群.
若 G =< S >，且 S 是有限集，则称 G 是有限生成群.

命题 3.23 (外直积)

♠

给定群 G,H，定义 K = G×H，定义其上运算为

(g1, h1) · (g2, h2) = (g1g2, h1h2).

容易验证这满足群定义，并且立刻有群同态：

iG : G→ K

g 7→ (g, eH)

iH : H → K

h 7→ (eG, h)
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3.3 子群，正规子群，商群

命题 3.24

♠

考虑

G = SL(2,C) =

{(
a b

c d

)
∈M2(C) | ad− bc = 1

}
.

容易知道 SL(2,R) ≤ SL(2,C)，更有

SO(2,R) =

{(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
| θ ∈ R

}
≤ SL(2,R).

再进一步的，取 SL(2,Z)，考察(
a b

c d

)−1

=
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
=

(
d −b
−c a

)
∈ SL(2,Z).

这就说明了 SL(2,Z) ≤ SL(2,R).
再考察 ϕ : SL(2,Z) → SL(2,Zm),m ≥ 2,m ∈ N.

Kerϕ =

{(
a b

c d

)
∈M2(Z) | a ≡ d ≡ 1(modm), c ≡ b ≡ 0(modm)

}
.

这称作模 m 的主同余子群.

定义 3.8 (陪集)

♣

设 H ≤ G，定义：
ϕ : H ×G→ G

(h, x) 7→ hx

对于 x, y ∈ G，规定

x ∼ y ⇐⇒ ∃h ∈ H使得y = hx.

我们说这是一个等价关系，验证之：

1. 反身性：x ∼ x，取 h = e 即可.
2. 对称性：x ∼ y =⇒ y ∼ x，取 h−1 即可.
3. 传递性：x ∼ y, y ∼ z =⇒ x ∼ z，用群的结合律和封闭性即可得.

有了等价关系之后我们就可在这个集合上商掉这个等价关系，谈等价类：G/ ∼= {[x] | x ∈ G}，再来看

这个 [x] 究竟代表了什么：

[x] = {y ∈ G | y ∼ x} = {hx | h ∈ G} := Hx.

这称作 H 的一个右陪集，类似的我们可以通过右作用定义一个左陪集.
进而可定义 G/ ∼:= H\G = {Hx | x ∈ G}，类似的可对左陪集定义 G/H = {xH | x ∈ G}.

注当然对于交换群来说左右陪集并无区别.
陪集还有一个性质是两个陪集之间要么不交要么相等：

设 xH 与 yH 交集不空，则有 xh1 = yh2 =⇒ x = yh2h
−1
1 =⇒ xH = yh2h

−1
1 H = yH.

下考察一个非交换群的例子.
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命题 3.25 (二面体群中的不正规子群)

♠

考察 D3 = {1, r, r2, s, sr, sr2 | r3 = 1, s2 = 1, rsr = s}，先写出其乘法表：

x\y 1 r r2 s sr sr2

1 1r r2 s sr sr2

r r r2 1 sr2 s sr

r2 r2 1 r sr sr2 s

s s sr sr2 1 r r2

sr sr sr2 s r2 1 r

sr2 sr2 s sr r r2 1

寻其两子群：

H1 = {1, s},H2 = {1r, r2}.

则

rH1 = {r, sr2},H1r = {r, sr}, sH2 = {s, sr, sr2},H2s = {s, sr2, sr}.

可以发现

rH1 6= H1r, sH2 = H2s.

命题 3.26 (齐性空间)

♠

X := G/H，考虑群作用：
µ : G×X → X

(g, xH) 7→ (gx)H

下说明此群作用定义与代表元选取无关，即：x 6= y 且 xH = yH 推出 (gx)H = (gy)H.

首先有

xH = yH ⇐⇒ xh1 = yh2, h1, h2 ∈ H ⇐⇒ x = yh2h
−1
1 ⇐⇒ ∃h ∈ H,使得x = yh.

因此 ∃h ∈ H, gxH = gyhH = gyH.

以上是一个左作用，类似的可以定义右作用.
X 叫做 G 模 H 的（左）齐性空间.

接下来我们想在商集上做一些运算，过往我们所定义的都是一些交换结构，比如线性空间以及环，都是加

法运算，然而到了不交换的运算时强行定义会出问题.
事实上和商环里一样，我们需要保证这个商结构的良定性则必然需要理想这个结构，这里也是一样的.
先给出一些命题.

命题 3.27 (正规性)

♠

给定群 G，且 H ≤ G，以下命题等价：

1. ∀g ∈ G,Hg ⊆ gH.

2. ∀g ∈ G, g−1Hg ⊆ H.

3. ∀g ∈ G,Hg = gH.

4. ∀g ∈ G, g−1Hg = H.

注另一侧单边包含的证明只需左右都乘 g−1，再说明 g−1 可取遍 G即可.
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命题 3.28 (正规子群的导出)

♠

在 X = G/H 上尝试定义：
ϕ : X ×X → X

(xH, yH) 7→ (xy)H

自然要验证良定性：设 x′H = xH, y′H = yH，下考察 (x′y′)H 是否等于 (xy)H，即是否存在 h3 ∈ H，使

得 x′y′ = xyh3.

首先有

x′H = xH, y′H = yH ⇐⇒, x′ = xh1, y
′ = yh2.

则有

x′y′ = xyh3 ⇐⇒ xh1yh2 = xyh3 ⇐⇒ h1y = yh3h
−1
2 := yh4 ⇐⇒ Hy ⊆ yH.

上述也可等价于 y−1Hy ⊆ H.

那么我们就自然地引出了正规子群的定义.

定义 3.9 (正规子群)

♣若 H ≤ G，满足命题3.27中的任意一条，则称 H 是 G 的正规子群，记作 H / G.

注从这个角度来看就知道为何在命题3.25中各种子群会出现不同的情况.

定义 3.10 (商群)

♣

给定群 G，设 H / G，在 G/H 上定义：

(xH)(yH) = (xy)H.

其中单位元为 eH = H，逆元为 (xH)−1 = x−1H，经过验证，这的确是一个群，称作 G 模 H 的商群.

命题 3.29 (群的自然映射)

♠

给定群 G，设 H / G，则存在群同态：
π : G→ H

x 7→ xH

且 Kerπ = H.

证明

x ∈ Kerπ ⇐⇒ xH = eH = H

⇐⇒ xH ⊆ H且H ⊆ xH

⇐⇒ ∃h ∈ H使得xh = eh =⇒ x ∈ H.

注这个命题就告诉了我们，每个正规子群都是某个群同态的 Ker.

命题 3.30 (例一)

♠

交换群中一个子群总是正规子群.（另一个角度来看每个交换群都是一个 Z 模，对于模来说你总可以谈论

一个模的商模）
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命题 3.31 (例二)

♠

1. Z4 = {1, x, x2, x3},Z2 × Z2 = {1, a, b, ab}.

(Z4/{1, x2}) ∼= (Z2 × Z2/{1, a}) ∼= Z2.

（这就说明了：即使两个群商去同构的子群得到的群也同构，但这两个群也不一定同构.）
2. 给定群 S3，其一子群为 H2 = {1, r, r2} ∼= Z3，则有：

S3/H2 = {H2, sH2} ∼= Z2.

同时又有 Z6/Z3
∼= Z2，这就又给出了一个例子.

定义 3.11 (中心)

♣

给定群 G，即可定义其中心：

Z(G) = {h ∈ G | ∀g ∈ G, gh = hg}.

容易验证这是一个 G 的子群，根据中心的定义也容易验证这是 G 的一个正规子群.

注 G/Z(G) ∼= Inn(G).

命题 3.32 (交换子)

♠

给定群 G，对于 a, b ∈ G，可定义交换子：

[a, b] := a−1b−1ab.

有如下性质：

1. [a, b]−1 = (a−1b−1ab)−1 = b−1a−1ba = [b, a].

2. g[a, b]g−1 = ga−1b−1abg−1 = (gag−1)−1(gbg−1)−1(gag−1)(gbg−1) = [gag−1, gbg−1].

这之后可定义交换子群——G 中由交换子生成的子群：

[G,G] := {[a1, b1] · [a2, b2] · · · [an, bn] | ai, bi ∈ G}.

能写成这样的形式是由于交换子的性质，读者自证不难，下说明这是一个正规子群：

g[G,G]g−1 = {g[a1, b1] · [a2, b2] · · · [an, bn]g−1 | ai, bi ∈ G}

= {[ga1g−1, gb1g
−1] · [ga2g−1, gb2g

−1] · · · [gang−1, gbng
−1] | ai, bi ∈ G} ⊆ [G,G]

=⇒ [G,G] / G.

注 G/[G,G] 是一个交换群，因为将不交换的东西都商掉了，我们称之为群的交换化.

定义 3.12 (由 S 生成的正规子群.)

♣

给定群 G，且有 S ⊆ G,H / G，则有：

< S >=
⋂
H◁G
S⊆H

H.

这也是个正规子群，称之为由 S 生成的正规子群.

定义 3.13 (正规化子)

♣

给定群 G，H ≤ G，定义：

NG(H) = {g ∈ G | gH = Hg}.

容易验证 NG(H) ≤ G,H / NG(H)，NG(H) 称作 H 的正规化子.
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定义 3.14 (中心化子)

♣

给定群 G，H ≤ G，定义：

CG(H) = {c ∈ G | ∀h ∈ H, ch = hc}.

容易验证 CG(H) / NG(H)，称作 H 的中心化子.

(ncn−1)h = nch′n−1 = nh′cn−1 = h(ncn−1) ∈ CG(H) =⇒ nCG(H)n−1 ⊆ NG(H) =⇒ CG(H)/NG(H).

其中 n ∈ NG(H), c ∈ CG(H), h ∈ H.

定理 3.1

♥

有群同态：ϕ : G→ G′，令 H = Kerϕ，则有：

H / G.

证明 g ∈ G,h ∈ H，

ϕ(ghg−1) = ϕ(g)ϕ(h)ϕ(g−1) = ϕ(g)ϕ(g−1) = ϕ(gg−1) = 1 =⇒ ghg−1 ∈ H =⇒ gHg−1 ⊆ H =⇒ H / G.

定理 3.2

♥

给定群 G，若 |G/H| = 2，则有：

H / G.

证明 由陪集性质，我们可以写成：G = H
⋃
xH，且 H

⋂
xH = ∅.

同理有 G = H
⋃
Hx，且 H

⋂
Hx = ∅，这就给出了

xH = Hx =⇒ H / G.

定理 3.3 (Lagrange定理)

♥

对有限群 G 及其子群 H，我们有：

|G| = |H|[G : H].

注 [G : H] := |G/H|.
证明 对 G做陪集分解：

G = H
⋃
x1H

⋃
x2H

⋃
· · ·
⋃
xn−1H =⇒ |G| = |H|+ |H|+ · · ·+ |H| = |H|[G : H].

注考虑 Sn, An，容易知道 [Sn : An] = 2，故 An / Sn.

定义 3.15 (元素的阶数)

♣

有限群 G 中一个元素 a 自身可以生成一个群，我们将这个群的阶数称之为 a 的阶数.
等价的定义：因为有限，所以必有 as = at =⇒ as−t := ar = 1，称使 ar = 1 时最小的 r 为 a的阶数，记

作 |a|.

推论 3.1

♥
根据 Lagrange 定理可得 |a| | |G|.

定理 3.4

♥
若 |G| = p 为素数，则必有 G ∼= Zp.

证明 ∀a ∈ G, a 6= 1 =⇒ ap = 1，那么可以写出 G中的元素，就是 1, a, · · · , ap−1，与 Zp 同构.
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命题 3.33

♠

R := Zm, R× = {a ∈ Zm | ∃b ∈ Zm使得ab = 1R}.

ab = 1R ⇐⇒ ab = mc+ 1 ⇐⇒ ba− cm = 1 ⇐⇒ (a,m) = 1.

因此 R× = {a | (a,m) = 1}.
通过初等数论的知识，我们有：

|R×| = ϕ(m).
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3.4 同态基本定理

定理 3.5 (第一同构定理)

♥

给定群同态：ϕ : G→ H，则有：

G/Kerϕ ∼= Imϕ.

证明 设 Kerϕ = K，先构造映射：

ψ : G/K → Imϕ

gK 7→ ϕ(g)

下验证此映射良定性：

xK = yK ⇐⇒ xy−1 ∈ K ⇐⇒ ϕ(xy−1) = 1H ⇐⇒ ϕ(x) = ϕ(y).

验证这是一个同态：

ψ(xKyK) = ψ(xyK) = ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) = ψ(xK)ψ(yK).

验证单射：

ψ(gK) = 1H ⇐⇒ g ∈ K ⇐⇒ Kerψ ⊆ K.

g ∈ K ⇐⇒ ψ(gK) = ψ(K) = 1H ⇐⇒ K ⊆ Kerψ.

因此 Kerψ = K.

验证满射：∀h ∈ Imϕ，h = ϕ(g) = ψ(gK).

命题 3.34

♠

与环论里类似，我们可以得到如下交换图：

G H

G/Kerϕ Imϕ

φ

≃

这个图事实上告诉了我们，任意一个群同态都可以分解为三步：满射、同构、单射.

定理 3.6 (子群对应定理)

♥

设 ϕ : G1 → G2 是满的群同态，则有如下定理：

1. H ≤ G1 =⇒ ϕ(H) ≤ G2.

2. K ≤ G2 =⇒ ϕ−1(K) ≤ G1 且 ϕ−1(K) ⊇ Kerϕ.

3. 映射 H ≤ G1 7→ ϕ(H) ≤ G2 定义了 G1 中包含 Kerϕ 的子群集（即 Kerϕ ⊆ H）与 G2 的子群集的

一一对应，在这个对应下有：

H / G1 ⇐⇒ ϕ(H) / G2.

并且还有

G1/H ∼= G2/ϕ(H).

定义 3.16

♣

给定群 G，H,K ≤ G，定义：

HK := {hk | h ∈ H, k ∈ K}.
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注注意 HK 不一定是 G的子群，反例：取 D3 中 H = {1, s},K = {1, sr}.

命题 3.35

♠
给定群 G，H,K ≤ G，若 K / G，则 HK ≤ G，且 K /HK，H

⋂
K /H.

证明 下证 HK ≤ G：

只需证明 a, b ∈ HK =⇒ ab−1 ∈ HK：

a = h1k1, b = h2k2, ab
−1 = h1k1k

−1
2 h−1

2 = h1h
−1
2 (h2k1k

−1
2 h−1

2 ) ∈ HK.

h2k1k
−1
2 h−1

2 ∈ K 由K 是正规子群保证.

K / G⇐⇒ ∀g ∈ G, gKg−1 = K.

K / HK ⇐⇒ ∀a ∈ HK, aKa−1 = K.

注意到 HK ≤ G，那 a ∈ HK ⊆ G自然满足 aKa−1 = K =⇒ K /HK.

H
⋂
K /H ⇐⇒ ∀h ∈ H,h(H

⋂
K)h−1 = H

⋂
K.

注意到 H
⋂
K ⊆ K，而K 是正规子群，故上述条件是满足的.

定理 3.7 (第二同构定理)

♥

给定群 G，且 H,K ≤ G，其中 K / G，则有：

H/(H
⋂
K) ∼= HK/K.

证明 构造映射：

ϕ : H → HK/K

h 7→ hK

首先说明这是一个同态：

ϕ(h1h2) = h1h2K = h1Kh2K = ϕ(h1)ϕ(h2).

再说明这是个满：

∀b ∈ HK/K, b = hK = ϕ(h).

寻找 Ker(ϕ)：

ϕ(h) = K ⇐⇒ h ∈ K ⇐⇒ Ker(ϕ) ⊆ H
⋂
K.

H
⋂
K ⊆ Ker(ϕ)显然.

故由第一同构定理可得：

H/(H
⋂
K) ∼= HK/K.

定理 3.8 (第三同构定理)

♥

给定群 G，且 K ≤ H ≤ G，其中 K / G，这自然推出 K /H，我们由此可定义 G/K > H/K，此时有：

H / G⇐⇒ H/K / G/K.

并且

(G/K)/(K/H) ∼= G/H.

68



3.4 同态基本定理

证明 设 H / G，构造映射：

ρ : G/K → G/H

gK 7→ gH

容易验证这是个满同态，寻找 Kerρ：

gH = H ⇐⇒ g ∈ H ⇐⇒ gK ∈ H/K =⇒ Kerρ ⊆ H/K.

反方向显然，故 Kerρ = H/K，由第一同构定理可得此时有

(G/K)/(K/H) ∼= G/H.

现设：H/K /G/K，再设 πG/K : G→ G/K 及 π0 : G/K → (G/K)/(H/K)，这里代表投影映射，容易证明

两个都是满同态，下设 σ : G→ (G/K)/(H/K)是前两个映射的复合，这自然也是一个满同态，下寻 Kerσ.

σ(g) = e⇐⇒ π0(πG/K(g)) = e⇐⇒ πG/K(g) ∈ H/K ⇐⇒ g ∈ H =⇒ Kerσ ⊆ H.

反方向显然，故 Kerσ = H，由第一同构定理，此时便得证.

命题 3.36 (正规子群的正规子群不一定正规)

♠

考察 D4 = {1, r, r2, r3, s, sr, sr2, sr3 | r4 = 1, s2 = 1, rsr = s}.
设 H = {1, s, r2, sr2}，我们判断这个子群是否正规只需要对二面体群的两个生成元验证即可，事实上这

里由 [G : H] = 2 即得 H / G，另有 K := {1, s} / H.
但 K 不是 G 的正规子群.

定义 3.17 (单群)

♣没有非平凡正规子群的群是单群.

命题 3.37

♠
交换有限单群必为 Zp.

定义 3.18 (次正规子群)

♣

给定有限群 G，若有 G 的子群链：

G = G0 > G1 > · · · > Gk = K

满足 Gi−1 . Gi 且 Gi−1 6= Gi，则称 K 是 k− 次正规子群.

定义 3.19 (合成群列)

♣

给定有限群 G，若有 G 的子群链：

G = G0 > G1 > · · · > Gr = {e}

满足 Gi−1 . Gi，则称此子群链为 G 的一个次正规子群列.
更进一步的，若对于 G 的一个次正规子群列，Si = Gi−1/Gi 为单群，则称此为合成群列，Si 叫做 G 的

合成因子.
若 Gi 6= Gi−1，则称这个合成列是极小的.

定义 3.20 (可解群)

♣

若 G 有一个合成群列：

G = G0 . G1 . · · · . Gr = {e}

且合成因子 Si = Gi−1/Gi 为 Abel 群，则称 G 为可解群，反之则为不可解群.
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命题 3.38 (例一)

♠

参考命题3.36，则有合成群列：

G > H > K > {e}.

其中每个子群指数都为 2，故必为正规子群，且合成因子都为 Z2.

命题 3.39 (例二)

♠

G = Z6 = Z2 × Z3.

G > Z2 > {e}, S1 = Z3, S2 = Z2.

G > Z3 > {e}, S1 = Z2, S2 = Z3.

可以发现此时合成列长度相等.

命题 3.40 (例三)

♠

G = Z，p 是素数，令 G1 = pZ, G2 = p2Z, · · ·，则有：

G = G0 > G1 > G2 > · · ·

由于交换群，故必正规，并且此时有 Gi−1/Gi ∼= Zp.
这就给出了一个对无限群谈合成列的反例.

定理 3.9 (Jordan-Hölder)

♥有限群 G 的极小合成列长度相同且合成因子在不计次序的同构意义下唯一.

证明 设有两个极小合成列：

G = G0 . G1 . · · · . Gs = {e}

= H0 . H1 . · · · . Ht = {e}.

即证：t = s，且 Gi−1/Gi 与 Hj−1/Hj 在调整顺序后有同构.
对 s进行数学归纳，当 s = 1时，显然成立.设小于 s时成立，下证等于 s时成立：

若 G1 = H1，则由归纳假设，结论成立，下设 G1 6= H1.
因为 G0/G1 与 H0/H1 都是单群，故 G1 和 H1 都是极大正规子群.
考虑 G′ = G1H1，因为正规，故 G′ ≤ G，且 G1 ⊆ G,H1 ⊆ G.

gG′ = gG1H1 = G1gH1 = G1H1g = G′g

因此 G′ / G，由极大正规子群的性质可得，G′ = G.

设 G1

⋂
H1 = N2，则有：

G0/G1 = G1H1/G1
∼= H1/(G1

⋂
H1) = H1/N2.

H0/H1 = G1H1/H1
∼= G1/(G1

⋂
H1) = G1/N2.

取 N2 的一个极小合成列：

N2 . N3 . · · · . Nr = {e}.

由此可得：

G = G0 . G1 . N2 · · · . Nr = {e}

= H0 . H1 . N2 · · · . Nr = {e}.

首先分别对比G0与H0的两条极小合成列，由归纳假设，我们可得 r = s = t，且各自的合成因子在不计次

序的同构意义下唯一.
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我们再对比上述带 N2的两个极小合成列，长度自然一样，以及 N2之后的合成因子也一样，我们只需要考

虑：

G0/G1, G1/N2;H0/H1,H1/N2.

由之前的讨论可以得知，在调换次序的意义下，上述合成因子同构.
因此经过对比，我们可以得出结论.

命题 3.41 (有限单群分类)

♠

1. Zp，p 素数.
2. An.（n ≥ 5）

3. 李型单群.
4. 从 3 导出的一些群.
5. 散在单群.
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3.5 群作用与 Sylow定理
本小节中 G皆为有限群，X 皆为有限集.

定义 3.21 (群作用)

♣

给定群 G 及一集合 X，有映射：
µ : G×X → X

(g, x) 7→ gx.

若其满足：

1. ex = x.

2. g(hx) = (gh)x.

则称 µ 定义了一个 G 在 X 上的作用，此时称 X 为一个 G− 空间.

定义 3.22 (轨道)

♣

对于 x ∈ X，定义

OrbG(x) := Gx = {gx ∈ X | g ∈ G}.

将此称为 x 的轨道.

注可以想象，这就是所有 G 中所有元素在 X 中一个元素 x 上的作用，将每个作用后的 x 连接起来像是一条轨

道.
注轨道之间要么不交要么相等.

g1x = g2y =⇒ x = g−1
1 g2y =⇒ Gx ⊆ Gy，同理可得 Gy ⊆ Gx，因此 Gx = Gy.

定义 3.23 (稳定化子（迷向子群）)

♣

对于 x ∈ X，定义

Stab(x) := {g ∈ G | gx = x}.

将此称为 x 的稳定化子（迷向子群）.

注容易验证 Stab(x) ≤ G，通过定义容易理解，这就是 G中所有使 x保持不动的元素，与轨道形成某种对比.
若 Stab(x) = G，则称 x是 G的不动点；若 Gx = {x}，则称 x是 G的不动点.

引理 3.2

♥

存在双射：

G/Stab(x) → Gx

证明 记 H = Stab(x)，设

ϕ : G/H → Gx

gH 7→ gx

验证此映射良定：

g2x = g1g
−1
1 g2x = g1x.

其中最后一个等号是由于 g−1
1 g2 ∈ Stab(x).

满显然，下证单：

g1x = g2x =⇒ g−1
1 g2x = x =⇒ g−1

1 g2 ∈ H =⇒ g1H = g2H.

倒数第二个推出是因为稳定化子的定义，因此得证.
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推论 3.2

♥
|Gx| = [G : Stab(x)].

推论 3.3

♥
|Gx| | |G|.

定义 3.24 (截面)

♣

设 O = {Gx ⊆ X | x ∈ X}，定义：
π : X → O

x 7→ Gx

显然上述映射满射，由选择公理知：存在单射 θ : O → X 满足 π ◦ θ = idO.

记 C = Imθ，则 C 与每个轨道 Gx 都恰好有一个交点 θ(Gx)，称 C 为一个截面.

注这里事实上就是将” 从每个轨道里取出一个代表元” 这件事严格化.

命题 3.42

♠

若 x1, x2 属于同一个轨道，则有：

x1 = g1x, x2 = g2x =⇒ x2 = g2g
−1
1 x := g0x.

则有：Stab(x2) = g0Stab(x1)g
−1
0 ，这是因为：

h ∈ Stab(x2) ⇐⇒ hx2 = x2

⇐⇒ hg0x1 = g0x1

⇐⇒ (g−1
0 hg0)x1 = x1

⇐⇒ h ∈ g0Stab(x1)g
−1
0

⇐⇒ Stab(x2) ⊆ g0Stab(x1)g
−1
0 .

反方向同理可得.

注也就是说同一个轨道里不同的点的稳化子群只差一个共轭作用.

推论 3.4

♥

若 x1, x2 属于同一个轨道，则有：

|Stab(x1)| = |Stab(x2)|.

定理 3.10

♥

X =
∐
x∈C

Gx =⇒ |X| =
∑
x∈C

|Gx| =
∑
x∈C

[G : Stab(x)].

证明 类似陪集的分划，我们这里也有对轨道的分划，故只需知道轨道的数量以及轨道的阶，这两件事我们在上

述都已经准备好了.
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命题 3.43 (共轭作用的例子)

♠

下考虑 G 在自身上的共轭作用：

取 X = G，则有：
µ : G×X → X

(g, x) 7→ gxg−1

对于这个群作用，x 的轨道叫做 x 的共轭类：

Gx = {y = gxg−1 | g ∈ G}

此时稳定化子就是中心化子：

Stab(x) = {g ∈ G | gxg−1 = x} = C(x).

若 x是不动点，那么 Gx = {x}, C(x) = G，即 x ∈ Z(G)，此时称 {x} 叫平凡共轭类，若 |Gx| ≥ 2，则称

之为非平凡共轭类.
取 C 为一个截面，Z(G) ⊆ C，记 Γ = C\Z(G) 为非平凡共轭类的代表元的集合.
此时应用上述记数公式，则有：

|G| =
∑

x∈Z(G)

1 +
∑
x∈Γ

[G : Stab(x)] = |Z(G)|+
∑
x∈Γ

[G : Stab(x)].

这称作类方程.

命题 3.44

♠

若 |G| = pm，其中 p 是素数，m ∈ N∗，则称 G 是一个 p− 群.
写出其类方程为：

pm = |Z(G)|+
∑
x∈Γ

[G : C(x)].

由于 C(x) 为 G 的真子群，也就是说 [G : C(x)] > 1，则必然有 p | [G : C(x)].

故有 p | |Z(G)| =⇒ Z(G) 中含有除 e 以外的元素.
这说明任意 p− 群中心非平凡.

定理 3.11 (命题 3.44的应用)

♥p2 阶群交换，其中 p 是素数.

证明 反证：设 p2 阶群 G不交换.
由上一个命题得知，p | |Z(G)|，而由假设G不交换，也就是说 |Z(G)| < |G| = p2，这就给出了 |Z(G)| = p.
令 a ∈ G但 a /∈ Z(G)，可推出 Z(G) ⊆ C(a)，又因为 a ∈ C(a)，故C(a)真包含 Z(G)，也就是说 |C(a)| > p，

又由 Lagrange定理可得 C(a) = G，这就说明了 a ∈ Z(G)，矛盾！故得证.

引理 3.3 (Burnside)

♥

设 G 在 X 上的作用有 n 个轨道，则有：

n =

∑
g∈G

|Xg|

|G|
.

给定 g ∈ G，其中 Xg := {x ∈ X | gx = x}.
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证明 ∑
g∈G

|Xg| = |{(g, x) ∈ G×X | gx = x}|

=
∑
x∈X

|Stab(x)|

=
∑
x∈X

|G|
|Gx|

= |G|
∑
x∈C

1

= |G| · n.

引理 3.4 (Cauchy)

♥

设 G是有限交换群，p是素数，且 p | |G|，则 G中有 p阶元 a，于是 < a >= {e, a, a2, · · · , ap−1} 是 G的

一个 p 阶子群.

证明 对 |G|做归纳：
当 |G| = 1时，显然.
假设小于 |G|时已成立，下证等于 |G|时也成立：
任取 a ∈ G，且 a 6= e，设 |a| = m.
若 p | m，则有m = pr，取 b = ar，则 bp = e，b就是我们要求的元素.
若 p ∤ m，设 H =< a >= {e, a, a2, · · · , am−1}，因为 G交换，故 H / G.

因此可定义商群 G/H，我们断言 p | |G/H|，这是因为 p | |G|，而 |G/H| = |G|
|H|

=
|G|
m
，又 p ∤ m，因此由

归纳假设可得，存在 bH ∈ G/H，且 (bH)p = eH，其中 b ∈ G.
设 |b| = n，则有 (bH)n = eH =⇒ p | n，由前一种情况，取 a = b

n
p 即可得证.

定理 3.12 (Sylow I)

♥
给定有限群 G，p 为素数，若 pk | |G|，则 G 有 pk 阶子群，其中 k ∈ N∗.

证明 对 |G|做归纳：
当 |G| = 1时，显然.
假设小于 |G|时已成立，下证等于 |G|时也成立：
考虑 G的类方程，

|G| = |Z(G)|+
∑
x∈Γ

[G : C(x)].

若 p ∤ |Z(G)|，则存在 x ∈ Γ，使 p ∤ [G : C(x)]，然而 pk | |G| = [G : C(x)]|C(x)|，故 pk | |C(x)|，又 C(x)

是 G的真子群，即阶数小于 |G|，故又由归纳假设可得 C(x)有 pk 阶子群，这自然也是 G的 pk 阶子群.
若 p | |Z(G)|，又因为 Z(G)交换，故由 Cauchy引理可得，Z(G)中含有 p阶子群 H =< a >，由 Z(G)的

定义可得 H / G，此时可考虑 G/H，并且有 |G/H| < |G|.
由 Lagrange定理及 |H| = p可得 pk−1 | |G/H|，由归纳假设可得 G/H 中存在 pk−1 阶子群 K/H，因此有

|K| = |H||K/H| = pk，因此得证.

定义 3.25 (p−Sylow子群)

♣

给定有限群 G，p 为素数，若 |H| = pk，则称这是一个 p− 群，若 pk | |G| 且 pk+1 ∤ |G|，则称这是一个

p−Sylow 子群.
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定理 3.13 (Sylow II)

♥给定有限群 G，p 为素数，G 的任意两个 p−Sylow 子群都是共轭的.

注若 G中只有一个 p−Sylow 子群，则这个是正规的，因为共轭一下一定还是这个群（由阶数即得）.
证明 我们证明一个更一般的结果：

设 P 是一个 p−Sylow子群，H 是 G的 p−子群，则存在 g ∈ G，使得 H ⊆ gPg−1.

（可以看见若 H 是 G的 p−Sylow子群，则 H 与 P 阶数一样，共轭之后阶数不变，又因为包含，故相等.）
考虑群作用：

µ : H ×G/P → G/P

(h, gP ) 7→ hgP

设 |P | = pm，|H| = pk, 1 ≤ k ≤ m，则 |G/P | = |G|
pm
，这给出了 p ∤ |G/P |.

分析 µ可能的轨道：

|H(gP )| =

1 不动点

pl, 1 ≤ l ≤ k 不是不动点

又因为 p ∤ |G/P |，故至少有一个不动点 gP，对任意 h ∈ H，有：

hgP = gP =⇒ g−1hg ∈ P =⇒ g−1Hg ⊆ P ⇐⇒ H ⊆ gPg−1.

定理 3.14 (Sylow III)

♥

给定有限群G，p为素数，设G的 p−Sylow 子群的个数为 np，P 是G的一个 p−Sylow 子群，再设 [G : P ] =

m，其中 |G| = pkm, p ∤ m，则有 np | m，且 np ≡ 1 (mod p).

证明 设 G的所有子群的集合为 S，构造共轭作用：

µ : G× S → S

(g,H) 7→ gHg−1

考察其中稳定化子：Stab(P ) = {g ∈ G | gPg−1 = P} = NG(P ).

由 Sylow II可知

np = |GP | = |G|
|Stab(P)|

= [G : NG(P )].

另一方面，有：m = [G : P ] = [G : NG(P )][NG(P ) : P ] = np[NG(P ) : P ] =⇒ np | m.
再构造一群作用：

ρ : P ×G/P → G/P

(h, gP ) 7→ hgP

若 gP 是这个作用的不动点，仿照 Sylow II中的证明过程，我们有 P ⊆ gPg−1，由命题 3.27，我们知道这等

价于 P = gPg−1，这也就是说 g ∈ NG(P ).

于是 G/P 中的不动点个数为 [NG(P ) : P ]，此时做同余除法，结合 Sylow II中的证明过程，我们有：

|G/P | ≡
∑
Orb

|O| (mod p)

m ≡ [NG(P ) : P ] (mod p)

mnp ≡ [NG(P ) : P ]np ≡ m (mod p)

np ≡ 1 (mod p)

其中倒数第二步是因为 (m, p) = 1.
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命题 3.45 (例一)

♠设 p, q 是两个素数，且 p < q，则 pq 阶群 G 必不是单群.

证明 考虑 G的 q−Sylow子群，此时由 Sylow III可知：

nq | p, nq ≡ 1 (mod q).

因为 p是素数，故 nq = 1或 nq = p，又因为 p < q，故若 nq = p则与 nq ≡ 1 (mod q)矛盾，于是 nq = 1.

所以 G有且仅有一个 q−Sylow子群，由之前所述，这必正规，因此 G不是单群.

命题 3.46 (例二)

♠求证 2024 阶群 G 不是单群.

证明 2024 = 23 · 11 · 23.
我们有：

n23 | 23 · 11, n23 ≡ 1 (mod 23).

经过计算可得 n23 = 1，故 G有一个 23阶的正规子群 P23，因此不是单群.
注再考察 G/P23 := G1, |G1| = 23 · 11，再经过与上文类似的计算可得 G1 中有一个 11 阶正规子群，再继续往下

算，即可得其合成列.
可以说明这是一个可解群.

命题 3.47 (例三)

♠求证 56 阶群 G 不是单群.

证明 56 = 23 · 7.
我们有：

n7 | 8, n7 ≡ 1 (mod 7).

此时需要讨论情况，容易观察此时 n7 = 1, 8，等于 1已经得证，下讨论等于 8.

若 n7 = 8，也就是说 G有 8个 7阶子群.
首先断言：这些子群的交只能是 {e}，如若不然，则由 Lagrange定理可得出矛盾.
现数元素个数，一共是 49个元素，其中 48个 7阶元，一个 {e}.
再考虑 2−Sylow子群，这是 8阶子群，因此其中元素的阶数只能是 1, 2, 4，刚好能对上剩下的 7个元素，因

此 G只有一个 2−Sylow子群，也就是说 G有一个正规子群，因此不是单群.

命题 3.48 (例四)

♠求证 112 · 132 阶群 G 必交换.

证明

n11 | 132, n11 = 11k + 1 =⇒ n11 = 1.

n13 | 112, n13 = 13k + 1 =⇒ n13 = 1.

这说明G有一个 112阶的 Sylow子群H，有一个 132阶的 Sylow子群K，因此即有这两个子群都是G的正

规子群，并且由定理 3.11可得 H,K 都是交换群.
并且根据 Lagrange定理及阶数可知这两个群之间的交集只有 {e}，我们有G = AB，因此由姚书习题 2.3节

第四题可知这两个子群中的元素之间也相互交换，因此 G交换.
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命题 3.49 (例五)

♠求证 108 阶群 G 不是单群.

证明 108 = 22 · 33.
n3 | 4, n3 ≡ 1 (mod 3) =⇒ n3 = 1, 4.

下讨论 n3 = 4，也就是说 G有 4个 27阶子群.
设 H 和K 是两个 3−Sylow子群，有公式：

|HK| = |H||K|
|H
⋂
K|

=⇒ |H
⋂
K| ≥ 27 · 27

108
≥ 7.

另一方面，H
⋂
K ≤ H，因此由 Lagrange定理可知，|H

⋂
K| = 9，再由姚书习题 2.7节第四题可知H

⋂
K/

H,H
⋂
K /K.

设 N 是 H
⋂
K 在 G中的正规化子，因此 H ⊆ H

⋂
K,K ⊆ H

⋂
K =⇒ HK ⊆ H

⋂
K，又有：

|HK| = |H||K|
|H
⋂
K|

= 81 =⇒ |N | ≥ 81.

又因为 N ≤ G，故由 Lagrange定理可知 N = G，这就说明了 H
⋂
K / G.

定理 3.15

♥最小的非交换单群是 60 阶群 A5.

证明 一个一个数.
素数阶群：2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59.

pq阶群 (p < q)：6, 10, 14, 22, 26, 34, 38, 46, 58; 15, 21, 33, 39, 51; 35, 55.

pk 阶群：4, 9, 25, 49; 8, 27; 16; 32.

22 · p阶群：12, 20, 28, 40, 44, 52.

现证 22 · p阶群不是非交换单群（仅我们列举的这几个情况）：
考虑 p−Sylow子群：

np | 4, np ≡ 1 (mod p).

在这里我们发现 20, 28, 44, 52都是 np = 1的情况，因此不考虑.下说明 12阶群不是单群：

考虑 3−Sylow子群：
n3 | 4, n3 ≡ 1 (mod 3) =⇒ n3 = 1, 4.

n3 = 1的情况不考虑，下说明 n3 = 4的情况：

类似于命题 3.47，数元素个数一共是 9个元素，其中 8个 3阶元，一个 {e}.
再考虑 2−Sylow子群，这是 4阶子群，于是刚好对上剩余三个元素，故 12阶群只有一个 2−Sylow子群，这

就是它的正规子群，故 12阶群不是单群.
32 · p阶群：18, 45.

我们有：

n3 | p, n3 ≡ 1 (mod 3) =⇒ n3 = 1.

因此这两个群都不是单群.
再证明 30阶群不是单群：

我们可以得到：

n5 ∈ {1, 6}, n3 ∈ {1, 10}.

假设 n5, n3都严格大于 1，即 n5 = 6, n3 = 10，可以计算得出有 24个 5阶元，20个 3阶元，加起来大于 30，

故说明其中必至少有一个等于 1，因此这不是个单群.

78



3.5 群作用与 Sylow 定理

证明 42阶群不是单群（50, 54, 56, 57阶群类似于此）：

可以得出只有一个 7−Sylow子群，故得证.
证明 48阶群不是单群：

类似于命题 3.49.

24, 36阶群通过姚书习题 2.7节第二题可以证明不是单群.
我们至此说明了 60阶群以下皆非单群，证明 A5 是单群留待下节.
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3.6 对称群
本节不参照 647 老师的讲法，参考的是 xl 老师的讲义.

定义 3.26 (对称群 (Symmetric))

♣

给定集合 X，定义

S(X) := {σ : X → X | σ是双射}.

映射复合定义为其上的乘法：

◦ : S × S → S (σ, τ) 7→ σ ◦ τ.

在集合上还可以讨论这个元素的逆：

()−1 : S → S σ 7→ σ−1.

可以验证其有如下性质：

1. (σ ◦ τ) ◦ µ = σ ◦ (τ ◦ µ).
2. σ ◦ idX = idX ◦ σ = σ.

3. σ ◦ σ−1 = σ−1 ◦ σ = idX .

其中 idX 为 X 上的恒等变换，作用为将每个元素变为自身.
我们称 (S, ◦, idX) 为 X 的对称群，其中的元素称之为置换.

命题 3.50

♠
当 X = {1, 2, · · · , n} 时，S(X) := Sn，我们主要研究的是 Sn.

命题 3.51 (置换的表示方法一)

♠

σ =

(
1 2 3

2 1 3

)
⇐⇒


σ(1) = 2

σ(2) = 1

σ(3) = 3

.

命题 3.52 (置换的表示方法二)

♠

上一种表示方法在 n 比较大的时候并不好用，我们用以下方式表示：

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7

7 5 1 3 2 6 4

)
= (1743)(25).

这里的 (1743) 代表的是 1 → 7, 7 → 4, 4 → 3, 3 → 1 的一种简写，我们称之为轮换（循环）.

注当一个元素被置换成自身的时候我们省略不写，当轮换只有两个元素的时候我们也称之为对换.
轮换的逆比较简单，可以发现就是将元素顺序反着写，例如上例：(1743)−1 = (1347)

而之所以能写成两个轮换相乘事实上可以看作两个映射的复合.

定义 3.27 (k−轮换)

♣当一个轮换的长度为 k 时（即其含有 k 个元素），称其为一个 k− 轮换.

命题 3.53

♠
(a1 · · · ak)k = e.
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命题 3.54 (Sn 的一些性质)

♠

1. Sn 非交换.
2. 两个轮换没有相同元素时可以交换，这给出了计算置换一些很方便的方法：

σ2 = (1743)(25)(1743)(25) = (1743)(1743)(25)(25) = (1743)(1743) = (14)(37).

σ−1 = (1347)(25).

3. (a1 · · · am) = (a1am)(a1am−1) · · · (a1a2).
4. (a1 · · · am−1am)−1 = (a1amam−1 · · · a2)

命题 3.55

♠

∀σ ∈ Sn，我们有：

σ(a1 · · · am)σ−1 = (σ(a1) · · ·σ(am)).

证明 右侧的作用事实上就是：σ(ai) 7→ σ(ai+1)，我们只需说明左侧也是同样的作用即可.

σ(ai) ai ai+1 σ(ai+1)
σ−1 (a1···am) σ

定理 3.16

♥任意一个置换都可以分解成不相交的轮换乘积，并且在不计次序的意义下唯一.

接下来我们需要定义交错群，这大概有两种定义方式.
第一种是先说明任何置换都可以表示为对换的乘积，虽然表示方式不唯一，但是对换个数的奇偶性不变，若

置换是偶数个对换相乘则称其是一个偶置换，An 就是偶置换组成的群.（此定义可参考丘维声或姚慕生）

第二种是从同态的角度入手，我们按照 xl 老师的讲义来介绍这种定义方式.

定义 3.28 (符号)

♣

∀σ ∈ Sn，定义如下：

∆ :=
∏

1≤i<j≤n

(xi − xj) σ(∆) :=
∏

1≤i<j≤n

(xσ(i) − xσ(j)) ∈ {±∆}.

此时可定义：

sgn(σ) =
σ(∆)

∆
∈ {±1}.

我们称 sgn(σ) 是 σ 的符号（sign）.

命题 3.56

♠
上述所定义的映射 sgn: Sn → {±1} 是一个同态.

证明 ∀σ, τ ∈ Sn，由上述定义可得：

sgn(στ) =
∏

1≤i<j≤n

(xστ(i) − xστ(j))

(xi − xj)
.

sgn(σ) · sgn(τ) =
∏

1≤i′<j′≤n

(xσ(i′) − xσ(j′))

(xi′ − xj′)
·
∏

1≤i<j≤n

(xτ(i) − xτ(j))

(xi − xj)
.

这里可以令 i′ = τ(i), j′ = τ(j)，其合理性在于取定一个 τ 后，总有 i′, j′ 可以与之对应，因此则有：

sgn(σ) =
∏

1≤i′<j′≤n

(xσ(i′) − xσ(j′))

(xi′ − xj′)
=

∏
1≤i<j≤n

(xστ(i) − xστ(j))

(xτ(i) − xτ(j))
.

这就给出了 sgn(στ) = sgn(σ) · sgn(τ)，因此得证.
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定义 3.29 (交错群)

♣
An := Ker(sgn)，显然这是一个 Sn 的正规子群，我们称此为交错群.

命题 3.57 (An 的一些性质)

♠

1. An / Sn 且 Sn/An ∼= {±1}，|An| = |Sn|/|{±1}| = n!

2
.

2. 对换的符号是 −1，证明：

首先 sgn((12)) = −1 容易证明，现对任意对换 (ab)，取定 τ ∈ Sn 使得 τ(1) = a, τ(2) = b，则有：

τ(12)τ−1 = (ab).

因此有：

sgn((ab)) = sgn(τ)sgn((12))sgn(τ)−1 = −1.

引理 3.5

♥任意置换可以表示成对换乘积，虽然表示方式不唯一，但是乘积个数的奇偶性不变.

证明 首先有：

(a1 · · · am) = (a1am)(a1am1) · · · (a1a2).

这说明了存在性，其次我们观察式子：

σ(∆) :=
∏

1≤i<j≤n

(xσ(i) − xσ(j)) ∈ {±∆}.

可以看成有若干对换作用在 ∆上，若是个数奇偶性改变，则符号也改变，因此乘积个数的奇偶性不变.
通过上述引理我们事实上可以引出第一种定义方式：

定义 3.30 (符号)

♣

∀σ ∈ Sn，定义：

sgn(σ) = (−1)置换表示成对换的乘积个数.

若 sgn(σ) = 1，则称 σ 是偶的；若 sgn(σ) = −1，则称 σ 是奇的. 此时可定义 An = {σ ∈ Sn | σ是偶置换}.

接下来我们为证明 An（n ≥ 5）是单群做一些准备工作.

引理 3.6

♥An 是由 3− 轮换生成的.

证明 只需证明相交和不相交的对换可以生成 3−轮换即可.(a1a2)(a3a4) = (a1a3a3)(a1a3a4).

(a1a2)(a1a3) = (a1a3a2).

引理 3.7

♥若 N / An，且 N 中有一个 3− 轮换，则 N 包含所有 3− 轮换.

证明 取 (ijk) ∈ N，设 σ ∈ Sn，则 σ ∈ An 或者 σ(ij) ∈ An.

N / An ⇐⇒ σ(ijk)σ−1 ∈ N 或σ(ij)(ijk)[σ(ij)]−1 ∈ N

⇐⇒ (σ(i)σ(j)σ(k)) ∈ N或(σ(j)σ(i)σ(k)) ∈ N.

并且我们有 (σ(j)σ(i)σ(k))2 = (σ(i)σ(j)σ(k)) ∈ N，这就说明了对于N 中的一个 3−轮换，我们有 ∀σ ∈ Sn，

82



3.6 对称群

使得这个 3−轮换经过 σ置换作用后变成其他的 3−轮换也在 N 里，这就证明了结论.

引理 3.8

♥
设 {1} 6= N / An，则 N 包含所有 3− 轮换.

证明 取 σ ∈ N，对 σ进行无交轮换分解，我们对轮换长度讨论.
1. 至少有一个轮换长度大于等于 4.
设 σ = µ(a1a2 · · · ar)，r ≥ 4，取 (a1a2a3) ∈ Sn.由正规子群定义，我们有：

(a1a2a3)σ(a1a2a3)
−1 = (a1a2a3)µ(a1a2 · · · ar)(a1a2a3)−1

= µ(a2a3a1a4 · · · ar) ∈ N.

并且由群的封闭性可得：

σ−1(a1a2a3)σ(a1a2a3)
−1 = (a1arar−1 · · · a2)µ−1µ(a2a3a1a4 · · · ar)

= (a1arar−1 · · · a2)(a2a3a1a4 · · · ar)

= (a1a3ar) ∈ N

因此 N 里含有一个 3−轮换，由引理3.7可知 N 包含所有 3−轮换.
2. 若第一种情况不成立，设 σ是若干 2−轮换和 3−轮换的乘积.
容易观察到，此时 σ2 ∈ N 是若干 3−轮换乘积，σ3 ∈ N 是若干 2−轮换乘积，那么我们只需要讨论这两
种情况即可.

3. 设 σ = µ(a4a5a6)(a1a2a3)，仿照第一种情况，我们有：

(a1a2a4)σ(a1a2a4)
−1σ−1 = (a1a2a4)µ(a4a5a6)(a1a2a4)

−1(a4a6a5)µ
−1

= (a1a2a4)(a4a5a6)(a1a2a4)
−1(a4a6a5)

= (a1a2a5a3a4) ∈ N.

这个轮换长度大于 4，这就回到了第一种情况.
4. 设 σ = µ(a1a2)(a3a4)，仿照第一种情况，我们有：

(a1a2a3)σ(a1a2a3)
−1σ−1 = (a1a2a3)µ(a1a2)(a3a4)(a1a2a3)

−1(a3a4)(a1a2)µ
−1

= (a1a2a3)(a1a2)(a3a4)(a1a2a3)
−1(a3a4)(a1a2)

= (a1a3)(a2a4) ∈ N.

此时再用 (a1a3)(a2a4)和 a5 ∈ N∗ 去生成 N 中的一个元素：

(a1a2a5)(a1a3)(a2a4)(a1a2a5)
−1 = (a1a2a5a4a3) ∈ N.

这个轮换长度大于 4，这就回到了第一种情况.
因此我们完成了证明.

定理 3.17

♥An 是单群.（n ≥ 5）

证明 设 N 是 An 的非平凡正规子群，则根据引理3.8可知其包含所有 3−轮换，然而 An 由 3−轮换生成，因此
N = An，这就给出了矛盾，因此 An 是单群.（n ≥ 5）

命题 3.58

♠

1. A3 = Z3.

2. A4 . {1, (12)(34), (14)(23), (13)(24)} ∼= Z2 × Z2.

3. A5 是最小的非交换单群.

83



3.7 交换群

3.7 交换群

命题 3.59

♠交换群 =Z模.

定义 3.31 (有限生成)

♣

给定群 G，设 S ⊆ G，定义

H := {H ≤ G | S ⊆ H}, < S >:=
⋂
H∈H

H.

称 < S > 为 G 中由 S 生成的子群.
若 G =< S >，G 是由 S 生成的，S 叫 G 的一个生成集.
进一步的，若 S 是有限集，则称 G 是有限生成的.

定义 3.32 (循环群)

♣若 G =< a >，则称 G 是一个循环群.

定理 3.18

♥
给定循环群 G =< a >，若 G 为无限群，则 G ∼= Z，若 |G| = n，则 G ∼= Zn，n ∈ N∗.

证明 定义群同态：

ϕ : Z → G

m 7→ am

上述右侧元素可以写成这样的合理性由同态保证：

ϕ(m) = ϕ(1 +m− 1) = ϕ(1)ϕ(m− 1) = · · · = ϕ(1)m.

首先满显然.
考察 Kerϕ：

第一种情况：若 am = e，则只能为m = 0，此时就是 Kerϕ = 0.
第二种情况：若 am = e，则只能为 n | m，此时就是 Kerϕ = nZ，由第一同构定理即得 Z/nZ ∼= G.

注因此对于循环群的研究我们都可以归结于对 Z 以及 Zn 的研究.

定理 3.19

♥

给定循环群 G，且 H ≤ G，若 |G| 无限，则 |H| 也无限.
若 |G| = n，则 |H| | n，且此时有 n 的因子与 H 一一对应.

定理 3.20

♥
给定有限交换群 G，则 G 是循环群等价于 max{|a| | a ∈ G} = |G|.

证明 =⇒ : 显然.
⇐=: 设 a的阶就是最大值，此时考察由 a生成的循环群，发现与 G的阶数一样，故得证.
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定理 3.21

♥
Aut(Z) = Z2,Aut(Zm) = Z×

m.

证明 事实上就是想问何时生成元能打到生成元.
首先考察 ϕ : Z → Z，我们肯定要看其从生成元打到哪里，设 ϕ(1) = a，若 a是除了 1,−1以外的元素，则

生成的都只是子群而不是整个 Z，因此 Aut(Z) = Z2.

再考察 ϕ : Zm → Zm，同样观察生成元，我们知道在 Zm 里，一个元素是生成元等价于其与群的阶数互素
（考虑 Bezout定理即可），因此 Aut(Zm) = Z×

m.

命题 3.60 (直积的构造)

♠

若G1, G2 是群，则如下定义出来的集合经验证也是一个群：G = G1×G2 = {(g1, g2) | g1 ∈ G1, g2 ∈ G2}，
其上乘法如下：

ϕ : G×G→ G

((g1, g2), (h1, h2))) 7→ (g1h1, g2h2).

并且此时我们说 G1 与 G2 可以看作 G 的一个子群，严格来说可以造一个 Gi 到 G 的嵌入：

G1 → G

g 7→ (g, e).

G2 → G

g 7→ (e, g).

此时有 g̃1 = (g1, e), g̃2 = (e, g2) 交换，G1

⋂
G2 = {(e1, e2)}.

进一步的，我们断言 G1 与 G2 都是 G 的正规子群，计算：

(g1, g2)
−1(g, e)(g1, g2) = (g−1

1 gg1, e) ∈ G1.

上述我们事实上是通过两个群外在的构造了一个集合，我们称作外直积，下我们通过一个群内在的构造

两个集合，称作内直积.
设 G 是一个群，若 G 有两个正规子群 G1, G2 满足 G1

⋂
G2 = {e}, G1G2 = G，则有：

对于 g1 ∈ G1, g2 ∈ G2，考虑其交换子 [g1, g2] = g−1
1 g−1

2 g1g2 ∈ G1

⋂
G2 = {e} =⇒ g1g2 = g2g1.

此时可证明 G1 ×G2
∼= G.

定义 3.33 (直积)

♣

1. 若 G1, · · · , Gn 是群，则可定义 G = G1 × · · · ×Gn，称 G 是 G1 · · ·Gn 的外直积.
2. 设 G 是群，G1, · · · , Gn 是 G 的正规子群，且满足 G1 · · ·Gn = G,Gi

⋂
G1 · · ·Gi−1Gi+1 · · ·

⋂
Gn =

{e}，则 G1 × · · · ×Gn 也是一个群，称 G 是 G1 · · ·Gn 的内直积.

定理 3.22

♥

设 G 是群，G1, · · · , Gn 是 G 的正规子群且 G1 · · ·Gn = G，则 G 是 G1 · · ·Gn 的内直积等价于将 G 中元

素 g 表示为 Gi 中元素乘积方式唯一.

证明 =⇒ : 类似于之前证明过程，我们知道 gigj = gjgi，其中 gi, gj 分别属于 G的两个正规子群 Gi, Gj .

设 g = g1 · · · gn = h1 · · ·hn，则有：

h−1
1 g1 = (h2g

−1
2 ) · · · (hng−1

n ).

观察得到左侧属于 G1，右侧属于 G2

⋂
· · ·
⋂
Gn，因此 h−1

1 g1 = e =⇒ g1 = h1，依次可得 hi = gi.

⇐=: 考虑

g1 = g1 · e · e = e · g2 · gn =⇒ g1 = e, g2 = e, · · · , gn = e.
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推论 3.5

♥若 G 是 G1 · · ·Gn 的内直积，G̃ 是 G1 · · ·Gn 的外直积，则 G̃ ∼= G.

证明 只需造映射验证定义即可：

ϕ : G→ G̃

g1 · · · gn 7→ (g1, · · · , gn)

注在这里我们发现内直积与外直积在同构的意义下是一致的，因此不再区分.
若 G是交换的，则直积也可写成直和.（等价于 Z 模的直和）

命题 3.61

♠
设 G 是循环群且 |G| = mn，若 (m,n) = 1，则 G ∼= Zm ⊕ Zn.

证明 首先由 Bezout定理可得 ∃u, v ∈ Z，使得 um+ vn = 1.

设 a ∈ G，则有：

a = a1 = aum+vn = aum · avn.

设 b = am, c = an，则有 bn = 1, cm = 1，此时定义 G1 =< b >,G2 =< c >，并且我们断言 |b| = n, |c| = m，

如若不然以 b为例，设 |b| = k < n，此时有：

bk = 1 =⇒ akm = 1 =⇒ mn | km =⇒ n | k.

这显然矛盾.
下说明这是一个内直积，则由上述定理即得同构：

G = G1G2 ⇐⇒ ak = ak(um+vn) = bku · ckv.

G1

⋂
G2 = {e} : bk = cl ⇐⇒ mn | mk − nl =⇒ m | l, n | k =⇒ bk = cl = e.

推论 3.6

♥

给定循环群 G 且 |G| = pα1
1 · · · pαm

m ，则有：

G ∼= Zpα1
1

⊕ · · · ⊕ Zpαm
m
.

定理 3.23 (有限生成 Abel群分类定理)

♥

给定有限生成交换群 G，则有：

G ∼= C1 ⊕ · · · ⊕ Cs.

或者 Ci 都是无限循环群，或者存在 j ≤ s 使得 C1, C2, · · · , Cj 是有限循环群并且设 |Ci| = mi 有 m1 |
m2 | · · · | mj，其余都是无限循环群.
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证明 设 G由 s个元素生成，且 s是生成元个数中的最小数，下对 s做归纳：s = 1时，显然.
下设小于 s时成立，现证等于 s时成立：

设 G =< a1, a2, · · · , as >，我们知道 G是交换群，这等价于 Z模，因此可以在上引入一些相关概念：
称 Z−线性相关：∃xi ∈ Z不全为零，使得 x1a1 + x2a2 + · · ·+ xsas = 0.

称 Z−线性无关：∃xi ∈ Z，使得 x1a1 + x2a2 + · · ·+ xsas = 0，则有 x1 = x2 = · · · = xs = 0.

首先对于 g ∈ G，必定 ∃x1, x2, · · · , xs ∈ Z能写成：

g = x1a1 + · · ·+ xsas

若 a1, a2, · · · , asZ−线性无关，则说明 xi 由 g唯一决定，故可构造映射：

ϕ : G→ Z⊕ · · · ⊕ Z

g 7→ (x1, · · · , xs)

容易验证这是一个同构，故这种情况证明完毕.
若 a1, a2, · · · , asZ−线性相关，不妨设 x1, · · · , xs 中至少有一个大于零.
考虑如下集合：X = {(x1, · · · , xs) |存在G的一个生成元集{a1, · · · , as}使得x1a1+· · ·+xsas = 0且存在某个xi >

0}，根据假设 X 非空.
设X 中各向量的正坐标的最小值为m1，不妨设m1是某个向量的第一个坐标，即 (m,x2, · · · , xs)，相应的

生成集仍记为 {a1, · · · , as}.
对于 x2, · · · , xs ∈ Z，考虑它们对m1 的带余除法：

xi = qim1 + ri, 0 ≤ ri ≤ m1.

将上述关系式代入m1a1 + · · ·+ xsas = 0，则有：

0 = m1(a1 + q2a2 + · · ·+ qsas) + r2a2 + · · ·+ rsas.

观察可得，首先 b := a1 + q2a2 + · · · + qsas 6= 0，否则有 a1 = −(q2a2 + · · · + qsas)，这就说明生成元集并

非最小与假设矛盾！

此时我们有：

a1 = b− (q2a2 + · · ·+ qsas).

这说明 a1 可以被 b, a2, · · · , as 线性表出，因此 {b, a2, · · · , as}可以作为一个 G的生成集，代入上述公式即

为：

0 = m1b+ r2a2 + · · ·+ rsas.

又由 m1 的极小性，说明 ri = 0（否则与 m1 的定义矛盾），此时则有 m1b = 0，记 C1 =< b >，则自然有

|C1| = m1.

下设 G2 =< a2, · · · , as >，再证 G = C1 ⊕G2：

G = C1 + G2 显然，再证 C1

⋂
G2 = {0}：若 C1

⋂
G2 6= {0}，即存在 x1, x2, · · · xs ∈ Z，使得 x1b =

x2a2 + · · ·+ xsas =⇒ x1b− (x2a2 + · · ·+ xsas) = 0，其中 0 ≤ x1 ≤ m1 − 1.

由m1 极小性，x1 = 0，故 C1

⋂
G2 = {0}，故直和得证.

注意此时我们不能直接对 G2 进行归纳假设，原因是我们并没有说明此时 s − 1对 G2 来说就是生成元最少

的个数.
G2现在由 s− 1个元素生成，且它的生成元个数不可能更小，如若不然则 G也可由更少的元素生成，此时

G2 由归纳假设可得满足题设，因此只需要证明m1 | m2：

设 Ci =< bi >，则 G由 b, b2, · · · , bs生成，且满足m1b+m2b2 + 0 · b3 + · · ·+ 0 · bs = 0.（这是因为本来就

都是 0）

因此利用m1 极小性，m2 对m1 做带余除法，类似上述过程即可证明m1 | m2，因此本定理得证.
注当然，上述定理只说明了存在性，还没说明唯一性，接下来就是要证明唯一性.
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定义 3.34

♣

若 G ∼=
r⊕
i=1

Z，则称 G 是一个自由交换群.（自由模）

引理 3.9

♥

给定交换群 G，H ≤ G，若 G/H ∼=
r⊕
i=1

Z，则 G ∼= H ⊕
r⊕
i=1

Z.

证明 取
r⊕
i=1

Z的基：u1, · · · , ur，由同构，则它们对应 u1, · · · , ur ∈ G（ui = ui +H）.

设K =< u1, · · · , ur >是 G的子群，下证 G = H ⊕K：

首先说明 H
⋂
K = {0}，这是因为若 x ∈ H

⋂
K，有 x ∈ K =⇒ x = m1u1 + · · · + mrur，又有

x ∈ H =⇒ x = x+H = 0 +H =⇒ m1u1 + · · ·+mrur = 0 =⇒ m1 = · · · = mr = 0 =⇒ x = 0.

再证 G = H +K，对于 x ∈ G，考虑 x+H ∈ G/H ∼=
r⊕
i=1

Zr，因此有：

m1, · · · ,mr ∈ Z,使得x+H = m1u1 + · · ·+mrur =⇒ x = m1u1 + · · ·+mrur + h.

发现m1u1 + · · ·+mrur ∈ K,h ∈ H，因此得证.

引理 3.10

♥

若交换群 G 有两种直和分解：

G = H⊕ < a >= K⊕ < b > .

其中 < a >,< b > 都是无限阶的，则 H ∼= K.

证明 考虑K/(K
⋂
H)及 H/(K

⋂
H)，由第二同构定理可得：

K/(K
⋂
H) ∼= (K +H)/H ≤ G/H ∼=< a >∼= Z.

因此K/(K
⋂
H) = {0}或 < u >，后者也是一个无限阶循环群，H/(K

⋂
H)同理可得.

若K/(K
⋂
H),H/(K

⋂
H)都同构于 {0}，此时即K = K

⋂
H = H.

若不是，则至少有一个同构于无限阶循环群，不妨设K/(K
⋂
H) ∼=< u >，则由引理 3.5的证明过程，可得

到K = (K
⋂
H)⊕ < u > .

于是 G = (K
⋂
H)⊕ < u > ⊕ < b >，另一方面 G = H⊕ < a >，所以有 G/(K

⋂
H) ∼=< u > ⊕ < b >∼=

H/(K
⋂
H)⊕ < a > .

若H/(K
⋂
H) = {0}，我们断言这不可能，如若不然则 < u > ⊕ < b >=< a >，考虑 u = ma, b = na =⇒

nu = mb ∈< u >
⋂
< b >= {0}，这与二者都是无限循环群矛盾.

因此存在 w ∈ H，使得 H/(K
⋂
H) ∼=< w̃ >，这是个无限循环群.

此时有 H = (K
⋂
H)⊕ < w >,K = (K

⋂
H)⊕ < u >，定义同构：

ϕ : H → K

ϕ |K⋂
H= idK

⋂
H

ϕ(w) = u

因此定理得证.
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3.7 交换群

定理 3.24

♥

G 是有限生成交换群，并且满足如下条件：

G = C1 ⊕ · · · ⊕ Cr ⊕ Cr+1 ⊕ · · · ⊕ Ck

= D1 ⊕ · · · ⊕Dt ⊕Dt+1 ⊕ · · · ⊕Ds

其中 C1, · · · , Cr, D1, · · · , Dt 是有限循环群，其他都是无限循环群.
设 |Ci| = mi, |Di| = ni，且 m1 | m2 | · · · | mr，n1 | n2 | · · · | nt，则有 r = t, k = s,mi = ni.

证明 若都是无限群直接运用引理3.10即可，故我们只证明有限 +无限的情况：

由引理3.10，不妨设 k = r, s = t，且 C1 ⊕ · · · ⊕ Cr ∼= D1 ⊕ · · · ⊕Dt.

左侧阶数的最大值是mr，右侧阶数的最大值是 nt，因为同构，故mr = nt.

再考虑将 mr−1 乘以左右两边群中的元素，这将会生成两个子群，且这两个子群依然同构，又有 m1 | m2 |
· · · | mr−1，因此给出了mr−1C1

∼= 0, · · · ,mr−1Cr−1
∼= 0，此时就只有：

mr−1Cr ∼= mr−1D1 ⊕ · · · ⊕mr−1Dt.

我们又有 |mr−1Cr| =
|Cr|
mr−1

= |mr−1Dt|，（这是因为mr = nt）这就说明了右侧其他也都是 0，即mr−1Di
∼=

0, (i = 1, · · · , t− 1.)

特别的，我们有mr−1Dt−1
∼= 0，这就给出了 nt−1 | mr−1.

我们再将 nt−1 乘以左右两边群中的元素，重复上述操作，可得到mr−1 | nt−1，这就说明了mr−1 = nt−1.

如此反复可得证结论.

定义 3.35

♣

对于 G = C1 ⊕ · · · ⊕ Cr ⊕ Cr+1 ⊕ · · · ⊕ Ck，其中 |Ci| = mi，Cr+1, · · · , Ck 都是无限循环群.
称 k − r 是 G 的秩，m1, · · · ,mr 是 G 的不变因子.
C1 ⊕ · · · ⊕ Cr 叫做 G 的挠分量，Cr+1 ⊕ · · · ⊕ Ck 叫做 G 的自由分量.

引理 3.11 (有限群分成 p群)

♥

给定有限交换群 G，设 |G| = pα1
1 · · · pαr

r ，其中 pi 是互不相同的素数，αi 都是正整数.
设 Pi 是 G 的 pi−Sylow 子群且 |Pi| = pαi

i 则有：G = P1 ⊕ P2 ⊕ · · · ⊕ Pr.

证明 对于 a ∈ P1，我们知道由 Lagrange定理必有 a的阶是 p1 的幂次，则 a /∈ P2 + · · ·+ Pr，这就说明

P1

⋂
(P2 + · · ·+ Pr) = {e}.

同理可得

Pi
⋂

(P1 + · · ·+ P̂i + · · ·+ Pr) = {e}.

这就说明了是直和，再定义 G̃ = P1 ⊕ · · · ⊕ Pr < G，可以发现 |G̃| = |G|，因此得证.

引理 3.12 (p群分类定理)

♥
设 |G| = pn 且是交换群，则其直和分量的阶数与 n 的整数分拆一一对应.

证明 由有限生成 Abel群分类定理可得：

G = C1 ⊕ C2 ⊕ · · · ⊕ Ck.

此时 C1
∼= Zm1

, C2
∼= Zm2

, · · · , Ck ∼= Zmk
，并且有：m1 | m2 | · · · | mk.

设mi = pαi，则可推出： α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αk

α1 + α2 + · · ·+ αk = n
.
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3.7 交换群

命题 3.62 (p群例子一)

♠

考察十六阶交换群 G，此时有 |G| = 24：

4 = 4

4 = 1 + 3

4 = 2 + 2

4 = 1 + 1 + 2

4 = 1 + 1 + 1 + 1

=⇒



Z16

Z2 ⊕ Z8

Z4 ⊕ Z4

Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z4

Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2

定理 3.25

♥

设 n = pα1
1 · · · pαr

r ，则阶为 n 的交换群个数为 P (α1)P (α2) · · ·P (αr)，其中 P (m) 表示 m 的分拆方法数，

例如上例中 P (4) = 5.

定义 3.36

♣

设 G = n = pα1
1 · · · pαr

r ，pi 为互不相同的素数，αi ∈ N∗ 且 αi 的分拆为：αi1 ≤ αi2 ≤ · · ·αiki
αi1 + αi2 + · · ·+ αiki = αi

称这里的 p
αij

i 为 G 的初等因子.

命题 3.63

♠

我们至此其实已经有了两种分解方式（限定在有限群），初等因子显然比起之前不变因子的分法更加精细.
现说明两者之间如何互相转化.
若给定不变因子，即：

G = Zm1
⊕ · · · ⊕ Zml

m1 | · · · | ml

只需对 Zmi 运用中国剩余定理即可，更直观的说也就是对 mi 进行素因子分解再乘回去进行对应的分拆.
若给定初等因子，即：

设 G = n = pα1
1 · · · pαr

r ，pi 为互不相同的素数，αi ∈ N∗ 且 αi 的分拆为：αi1 ≤ αi2 ≤ · · ·αikr
αi1 + αi2 + · · ·+ αik = αi

我们设 

ml = p
α1k1
1 p

α2k2
2 · · · pαrkr

r

ml−1 = p
α1(k1−1)

1 p
α2(k2−1)

2 · · · pαr(kr−1)
r

· · ·

m1 = pα11
1 pα21

2 · · · pαr1
r

根据分拆我们知道 αij 之间有大小关系，这就给出了 m1 | m2 | · · · | ml.

上述我们就说明了不变因子与初等因子之间有一一对应、可以相互转化的关系.
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3.7 交换群

命题 3.64

♠

三十六阶 Abel 群的同构类：

36 = 22 · 32，故共有 P (2)P (2) = 4 个同构类：

Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z3 ⊕ Z3
∼= Z6 ⊕ Z6

Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z9⊕ ∼= Z2 ⊕ Z18

Z4 ⊕ Z9
∼= Z36

Z4 ⊕ Z3 ⊕ Z3
∼= Z3 ⊕ Z12

上面左侧是初等因子分解，右侧是不变因子分解.
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3.8 可解群

3.8 可解群
可解群定义若遗忘可循此链接复习3.18

定义 3.37 (可解群)

♣

若 G 有一个合成群列：

G = G0 . G1 . · · · . Gr = {e}.

且合成因子 Si = Gi−1/Gi 为 Abel 群，则称 G 为可解群，反之则为不可解群.

定义 3.38 (导群)

♣

对于群 G，定义

G′ = G(1) = [G,G] =< [a, b] = a−1b−1ab | a, b ∈ G > /G.

称此为 G 的导（出）群，并且由这个定义我们可以递归的定义 k 阶导群：

Gk = (Gk−1)′.

由此可定义一个群 G 的导出列：

G . G(1) . G(2) . · · ·

命题 3.65

♠
给定群 G，若 H / G 且 G/H 交换，则 [G,G] ⊆ H.

证明

[a, b]H = a−1b−1abH = (a−1H)(b−1H)(aH)(bH) = H =⇒ [a, b] ∈ H =⇒ [G,G] ⊆ H.

第二个等号是商群的性质，第三个等号是商群的交换性.

引理 3.13

♥
G 可解 ⇐⇒G 的导出列终止于 {e}.

证明 ⇐=: 由定义可得，群 G的导出因子是 Sk = G(k)/G(k+1) = G(k)/[G(k), G(k)]，我们知道一个群商掉自己

的换位子群一定是交换的，再由已知其终止于 {e}，因此由可解群定义得知，这的确是个可解群.
=⇒ :

设有如下合成群列：

G = G0 . G1 . · · · . Gk = {e}

且合成因子 Si = Gi−1/Gi 为 Abel群.
由命题3.65可知 G0/G1 交换 =⇒ G(1) ⊆ G1，因此有：

G(2) = [G(1), G(1)] ⊆ [G1, G1].

又有 G1/G2 交换 =⇒ [G1, G1] ⊆ G2，因此

G(2) ⊆ G2.

依此类推有 G(l) ⊆ Gl，这就说明了必有 G(k) ⊆ {e}，这就得证了.

命题 3.66 (不可解的群例子一)

♠

给定非交换单群，则其导出列如下：

G . G . G . · · ·
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3.8 可解群

引理 3.14

♥

1. 可解群的子群和商群也可解.
2. 若 K / G，满足 K 和 G/K 都可解则 G 也可解.

证明

1. 设 G是可解群，H ≤ G，只需证明 H 的导出列终止于 {e}.
我们有 H(k) ≤ G(k)，因为 G的导出列终止于 {e},这就证明了结论.
证明商群时只需要证明 H 是 G的同态像时也满足即可，这由第一同构定理保证.
记 H = ϕ(G)，则

H(1) = [H,H] = [ϕ(G), ϕ(G)] = ϕ[G,G] = ϕ(G′).

同理可得 H(k) = ϕ(G(k))，因此由于 G的导出列终止于 {e}，这就证明了结论.
2. 记 H = G/K，由于K 可解，故设K(m) = {e}，同理设 H(n) = {e}.
做同态：ϕ : G→ H，我们知道

ϕ(G(n)) = H(n) = {e} =⇒ G(n) ⊆ Kerϕ = K.

包含关系在导群下不变，因此有：

G(n+m) ⊆ K(m) = {e}.

因此得证.

定理 3.26

♥
G 可解 ⇐⇒ G 的合成因子都是 Zp，其中 p 是素数.

证明 ⇐=: 由定义显然.
=⇒ : 设 G有一合成列：

G = G0 . G1 . · · · . Gr = {e}.

且合成因子 Si = Gi−1/Gi为单群，并且由引理3.14，我们知道Gi−1/Gi可解，而可解的单群必定是交换的，

有限交换单群必定是 Zp，这是由于交换群的每个子群都是正规子群，而单群没有非平凡正规子群，因此得证.

定理 3.27 (Burnside paqb 可解性定理)

♥
若 |G| = paqb，其中 p, q 是素数，a, b ∈ N，则群 G 可解.

定理 3.28 (Feit-Thopson.1963)

♥奇数阶群可解.
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第 4章 Galois理论

内容提要

h 域的扩张 (续) 4.1
h 分裂域 4.2
h 可分扩张 4.3
h 正规扩张 4.4

h Galois 扩张 4.5
h Galois 群的计算 4.6
h Galois 根式可解大定理 4.7

4.1 域的扩张 (续)
此小节接 1.4 节，进一步考察域的扩张.

定义 4.1 (单扩张)

♣
若域扩张 E/F 可以只在 F 上添加一个元素 α 得到，则 K 叫做 F 的单扩张，即 K = F (α).

定理 4.1 (单超越扩张及单代数扩张)

♥

给定域扩张 E/F 及 α ∈ E，则必有如下一种情况发生：

1. 1, α, α2, · · · 在 F 上线性无关，即 α 在 F 上超越，则有 F (α) ∼= F (x) = Frac(F [x]).
2. 1, α, α2, · · · 在 F 上线性相关，即 α在 F 上代数，则存在 α在 F 上的极小多项式mα,F (x) := m(x)，

此时有 F (α) ∼= F [x]/(m(x)) 且 [F (α) : F ] = degm(x).

证明

1. 构造映射：
ϕ : F [x] ↪→ K

f(x) 7→ f(α)

容易验证这是一个同态，其次根据线性无关——也就是说不存在多项式使得 f(α) = 0可以知道Kerϕ = 0，

故此映射是单射.
由分式域的泛性质可知，存在如下域同态：

ψ : F (x) ↪→ K

f(x)/g(x) 7→ f(α)/g(α)

我们知道域同态必为单射，因此我们寻 Imψ = F (α)根据同态基本定理有同构 F (x) ∼= F (α).

2. 构造映射：
ϕ : F [x] → K

f(x) 7→ f(α)

我们知道此时 Kerϕ = (m(x))，而 m(x)作为极小多项式不可约，因此 (m(x))是极大理想（可参考2.6），
故 F [x]/(m(x))是域（本文档对极大理想的定义）并且根据同态基本定理有：F (α) = Imϕ ∼= F [x]/(m(x)).

引理 4.1

♥

给定域扩张 K/E/F 及 α ∈ K 是代数元，则有：

mα,E(x) | mα,F (x) ∈ E[x].

进而有：degmα,E(x) ≤ degmα,F (x).



4.1 域的扩张 (续)

证明 在 E[x]这个环里，我们有mα,F (α) = 0，这就说明了：

mα,F (x) ∈ (mα,E(x)) =⇒ mα,E(x) | mα,F (x) =⇒ degmα,E(x) ≤ degmα,F (x).

推论 4.1

♥

给定域扩张 K/E/F 及 α ∈ K 是代数元，则有：

[E(α) : E] ≤ [F (α) : F ].

证明 因为 [E(α) : E] = degmα,E(x)，[F (α) : F ] = degmα,F (x).

定理 4.2 (Steinitz)

♥
给定有限域扩张 K/F 及 α ∈ K 是代数元，则：K = F (α) ⇐⇒K 与 F 之间只有有限个中间域.
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4.2 分裂域

4.2 分裂域
在历史上，Galois 是先取定一个多项式 f ∈ Q[x]，并且在当时人们已经知道了代数基本定理的情况下（f(x)

在C[x]中一定能够因式分解）———也就是说一定找得到每个根，Galois 就将这些根逐一添加到原有的域中，得

到扩域，借此来研究根的置换与扩域的关系，接下来我们就研究添加完根之后得到的域.

定义 4.2 (分裂域)

♣

给定域 F，f ∈ F [x] 是一个首一多项式，若有 F 的扩域 E 满足：

1. f 在 E 上可完全分解为一次因式的乘积，即：

f(x) = (x− r1)(x− r2) · · · (x− rn), ri ∈ E.

2. E = F (r1, r2, · · · , rn).
则称 E 是 f 的分裂域.

注第一个条件保证 E 足够大，可以将根全部都添加进去；第二个条件保证 E 没那么大，只包含这些根.
也就是说 E 是包含 f(x) 所有的根的 F 的“最小”扩域.

引理 4.2

♥
若 f ∈ F [x] 不可约，则存在 F 的扩域 E，使得 f 在 E 上至少有一个根.

证明 构造映射：

ϕ : F [x] → E := F [x]/(f(x))

g(x) 7→ g(x) + (f(x))

因为 F [x]是 PID且 f 不可约，因此 (f(x))是极大理想（参考2.6），这就说明了 E是域（本文档对极大理想

的定义），容易验证这是一个域同态，因此是单射，故 E 是 F 的扩域.
再考察 x+ (f(x)) ∈ E，此时有：

f(x+ (f(x))) = f(x) + (f(x)) = (f(x)) = 0E ∈ E.

第一个等号由多项式的运算和理想的吸收律保证，第二个等号由理想的吸收律保证，因此这就说明了结论.

推论 4.2 (Kronecker)

♥
设 f ∈ F [x] 且 deg f ≥ 1，则存在 E/F，使得 f 在 E 中至少有一个根.

定理 4.3 (分裂域的存在性)

♥
对于任意域 F 及 n 次多项式 f(x) ∈ F [x] 都存在分裂域 E/F 并且有 [E : F ] ≤ n!.

证明 对 n做归纳，n = 1时显然成立.
假设小于 n时得证，现证等于 n时也成立：

设 p(x) 是 f(x) 中的不可约因子因此显然有 deg p(x) ≤ n，令 L := F [x]/(p(x))，由引理4.2证明过程可知
p(x)在 L中至少有一根 α，也就是说在 L中可分解为：

f(x) = (x− α)g(x).

deg g(x) = n − 1 < n，由归纳假设可得 g(x)在 L上也存在分裂域 E/L且 [E : L] ≤ (n − 1)!（这是因为归

纳假设的是对任意域都存在），因此有：

[E : F ] = [E : L][L : F ] ≤ (n− 1)! · deg p(x) ≤ n!.
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4.2 分裂域

在证明分裂域的唯一性之前我们先来看一个分圆域的例子.

命题 4.1 (分圆域)

♠

u := e2πi/12，我们想知道把 u 添加到 Q 里是什么东西，也就是问 Q(u) 是什么.
现在从分裂域的角度考察，我们试图寻找 u 的极小多项式，考察如下多项式：

f(x) = x12 − 1.

大家知道因为这是单位根，所以上述写的这个多项式的根里一定含有 u，但问题是其中有许多冗余的，因

此我们做因式分解，尝试找到含 u 的“最小的”那个多项式：

f(x) = x12 − 1 = (x6 − 1)(x6 + 1) = (x6 − 1)(x2 + 1)(x4 − x2 + 1).

我们断言 g(x) = x4 − x2 + 1 就是我们要找的极小多项式，严谨性现在忽略.
我们问 g(x) 的分裂域是什么?
我们发现 g(x) 的四个根刚好就是 u, u5, u7, u11，我们又知道：

Gal(Q(e2πi/12)/Q) ∼= Z×
12 = {1, 5, 7, 11}.

可以从这里观察得出 Q(e2πi/12) 这个域实际上有四个自同构，将根置换成 u, u5, u7, u11，并且通过这四个

自同构我们可以造出四个看起来不一样的分裂域.

引理 4.3

♥
设 η : F → F̃ 是一个域同构，则它可唯一延拓为环同构：η̃ : F [x]

≃−→ F̃ [x]，使得 η̃ |F= η，且 η̃(x) = x.

证明 构造映射：

η̃ : F [x] → F̃ [x]

a0 + a1x+ · · · anxn 7→ η(a0) + η(a1)x+ · · · η(an)xn

容易验证这是一个同构，再验证题设：

η̃(f(x)) = η̃(a0 + a1x+ · · ·+ anx
n)

= η(a0) + η(a1)x+ · · ·+ η(an)x
n := f̃(x).

唯一性显然.

引理 4.4

♥

设 η : F → F̃ 是一个域同构，再设 p(x) ∈ F [x] 是不可约多项式，由引理4.3知有 p̃(x) ∈ F̃ [x] 也是不可约

多项式，则存在域同构：

η : F [x]/(p(x))
≃−→ F̃ [x]/(p̃(x))

并且此时 η |F= η.

证明 首先有自然映射：

π : F̃ [x] ↠ F̃ [x]/(p̃(x)).

其次由引理4.3，η可诱导环同构 η̃ : F [x]
≃−→ F̃ [x]：

η̂ : π ◦ η̃ : F [x] ↠ F̃ [x]/(p̃(x)).

η̂是个满射，因此寻找 Kerη̂ = (p(x))，故由第一同构定理可得如下域同构：

η : F [x]/(p(x))
≃−→ F̃ [x]/(p̃(x))
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定理 4.4

♥

上述两个引理可以总结为以下交换图：

F F̃

F [x] F̃ [x]

F [x]/(p(x)) F̃ [x]/(p̃(x))

≃

≃

π π̃

≃

命题 4.2 (例子)

♠

考察自同构：
η : Q(

√
2)

≃−→ Q(
√
2)

a+ b
√
2 7→ a− b

√
2

因此有：

Q(

√
5 +

√
2) ∼= Q(

√
2)/(x2 − 5−

√
2)

≃−→ Q(
√
2)/(x2 − 5 +

√
2) ∼= Q(

√
5−

√
2).

引理 4.5

♥

设 η : F
≃−→ F̃ 是一个域同构并且有域扩张 E/F，Ẽ/F̃，g(x) ∈ F [x] 是不可约多项式，u 是 g(x) 在 E 中

的一个根，则有：

η 可延拓为域嵌入 ξ : F (u) → Ẽ⇐⇒g̃(x) ∈ F̃ [x] 在 Ẽ 中有根；并且延拓个数与 g̃(x) 在 Ẽ 中互异根的个

数一样.

证明 =⇒ :

0 = ξ(g(u)) = η(b0) + η(b1)ξ(u) + · · ·+ η(bn)ξ(u)
n

= g̃(u).

⇐=: 设 ũ是 g̃在 Ẽ 中的一个根.
注意到 F (u) ∼= F [x]/(g(x))，F (ũ) ∼= F̃ [x]/(g̃(x))，由引理4.4可知 F [x]/(g(x)) ∼= F̃ [x]/(g̃(x))，因此有：

F (u) ∼= F (ũ) ⊆ Ẽ =⇒ ξ : F (u) → Ẽ.

ξ就是一个域的单同态，且是 η的延拓；不同的 ũ会给出不同的 ξ，因此同态个数与根的个数一致.

定理 4.5 (同构延拓定理)

♥

设 η : F → F̃ 是一个域同构，f ∈ F [x] 是首一多项式，由4.3即有 f̃ = η̃(f) ∈ F̃ [x]，再设 E 是 f 的一个分

裂域，Ẽ 是 f̃ 的一个分裂域.
则 η 可延拓为 E → Ẽ 的同构，且这样的个数小于等于 [E : F ]；若 f̃ 在 Ẽ 中没有重根，则同构个数等于

[E : F ].
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4.2 分裂域

证明 对 [E : F ]进行归纳：

[E : F ] = 1时，显然.
设小于 [E : F ]时得证，现证等于 [E : F ]时：

设 g(x)是 f 在 F 中的不可约因子，deg g > 1，因此 g̃也是 f̃ 的不可约因子.
在 E 中进行分解：f(x) = (x− r1)(x− r2) · · · (x− rm)(x− rm+1) · · · (x− rn).

g(x) = (x− r1)(x− r2) · · · (x− rm). ri ∈ E.

在 Ẽ 中进行分解： f̃(x) = (x− t1)(x− t2) · · · (x− tm)(x− tm+1) · · · (x− tn).

g̃(x) = (x− t1)(x− t2) · · · (x− tm). ti ∈ Ẽ.

设K = F (r1)，则 g是 r1 的极小多项式，且 [E : F ] = deg g = m.

设 g̃在 Ẽ中不同根的个数为 k（k ≤ m），由引理4.5可知存在 k个不同的域同态：ξi : K → Ẽ，i = 1, · · · , k.
f(x) ∈ F [x] =⇒ f(x) ∈ K[x]，因此除了条件给的 E 是 f(x) ∈ F [x] 的分裂域，我们还可以说 E 是

f(x) ∈ K[x]的分裂域.
这是因为：根据分裂域的定义，首先 f(x)本身没有任何变化，因此都可以在E上进行分解；其次K = F (r1)，

因此若看成是在K 上的分裂域则是 E = K(r1, r2, · · · , rn)，故两者都有 E = F (r1, r2, · · · , rn).
记 ξi(K) = Ki ⊆ Ẽ, i = 1, · · · , k，则 f̃ ∈ Ki[x]，于是 Ẽ 是 f̃ ∈ Ki[x]的分裂域 Ẽ/Ki[x]，又因为 [E : K] <

[E : F ]，故由归纳假设 ξi : K → Ki都可延拓为 ξ̃ : E → Ẽ，且延拓的个数小于等于 [E : K]，无重根时取到等号.
此时考虑 η的延拓 ξi : K → Ẽ 以及 ξi 的延拓 ξ̃i : E → Ẽ，我们说所有满足条件的延拓个数：

≤ m[E : K] = [E : K][K : F ] = [E : F ].

因此得证.

推论 4.3 (分裂域的唯一性)

♥

1. 若 E1, E2 是 f ∈ F [x] 的两个分裂域，则 E1
∼= E2.

2. 设 E 是 f ∈ F [x] 的分裂域，则

|Gal(E/F )| ≤ [E : F ].

命题 4.3 (分裂域有重根的例子)

♠

设 F := Z2(t)，设 f(x) = x2 − t ∈ F [x]，考察其分裂域.

E = F [
√
t], f(x) = (x+

√
t)(x−

√
t) = (x+

√
t)2.

这就是一个多项式它在分裂域中可以有重根的例子.

命题 4.4 (例一)

♠
f(x) = x2 − 2 ∈ Q[x] =⇒ E = Q(

√
2).

命题 4.5 (例二)

♠
f(x) = x3 − 2 ∈ Q[x] =⇒ E = Q(

3
√
2,

−1 +
√
3i

2
) [E : F ] = 6.

命题 4.6 (例三)

♠
f(x) = (x2 − 2)(x2 + 1) ∈ Q[x] =⇒ E = Q(

√
2, i) [E : F ] = 4.
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命题 4.7 (例四)

♠
f(x) = xp − 1 = (x− 1)p ∈ Zp =⇒ E = Zp.

命题 4.8 (例五：八元有限域)

♠

F := Z2, f(x) = x3 + x+ 1 ∈ F [x]，试图构造 f 的分裂域.

E = F [x]/(f(x)) = SpanF (1, r, r
2) := F (r).

其中 r = x+ (f(x))，并且根据线性空间的理论，可以得知 |E| = 8，写出来是：

0, 1, r, r2, 1 + r, 1 + r2, r + r2, 1 + r + r2.

我们断言：f(x) = (x+ r)(x+ r2)(x+ r + r2)，这是因为：

f(x) = (x+ r)(x+ r2)(x+ r + r2)

= [x2 + (r + r2)x+ r + 1](x+ r + r2)

= x3 + (2r + 2r2)x2 + [r + 1 + (r + r2)2]x+ (r + 1)(r + r2).

并且因为 f(x) ∈ F [x]，r3 = r + 1，故：

1. 2r + 2r2 = 0.

2. r+1+(r+r2)2 = r4+2r3+r2+r+1 = r ·r3+r2+r+1 = r(r+1)+r2+r+1 = 2(r2+r)+1 = 1.

3. (r + 1)(r + r2) = (r + 1)(r + 1)r = (r2 + 2r + 1)r = r3 + 2r2 + r = r + 1 + r = 1.
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4.3 可分扩张
上节我们说，E 是 f ∈ F [x] 的分裂域，则有 |Gal(E/F )| ≤ [E : F ]，并且等号在 f 于 E 中没有重根时取到.

命题 4.9

♠

首先研究一下，当 f 有重根会发生什么，设 f(x) 在 F [x] 里的不可约分解为：

f(x) = f l11 (x) · · · f lkk (x).

其中 i 6= j 时，(fi, fj) = 1.

记 f0(x) = f1(x) · · · fk(x)，则 f0(x) ∈ F [x] 和 f(x) ∈ F [x] 有同样的分裂域，因此可以将求 f 的分裂域归

结为求 f0 的分裂域.
并且对于 f0 的两个不可约因子 f1, f2，其二者在 f0 的分裂域中没有相同的根.
这是因为首先由 Bezout 定理，我们有：

uf1 + vf2 = 1.

并且上式在 E[x] 也成立，因此若有相同的根 α，则 u(α)f1(α) = v(α)f2(α) = 0 = 1，矛盾！

定义 4.3 (可分多项式)

♣
对于 f ∈ F [x]，E 是其分裂域，若 f 的每个不可约因子在 E 中都没有重根，则称 f 为可分多项式.

注注意：我们谈可分不可分时事实上是对每个不可约因子讨论.

定义 4.4 (可分元)

♣
给定域扩张 E/F，u ∈ E 且在 F 上代数，若 u 在 F 上的极小多项式可分，则称 u 是 F 上的可分元.

定义 4.5 (可分扩张)

♣
设 E/F 是代数扩张，且 E 中的每个元素都是可分的，则称 E/F 是一个可分扩张.

命题 4.10

♠
若 f ∈ F [x] 不可约且可分，E 是 f 的分裂域，则有 |Gal(E/F )| = [E : F ].

在代数上我们尝试形式定义一个多项式的导数，这在高代里也定义过，因此在此处不再赘述.
与在分析里不同的是，不一定只有常数函数的导数为零.

命题 4.11

♠

考虑

f ′(x) = a1 + 2a2x+ · · ·+ nanx
n−1 = 0 ∈ F [x].

若 charF = 0，则有 ai = 0.
若 charF = p > 0，则有 ak = 0, p ∤ k，且 alp 任取，此时可取如下非常数函数且导数为零：

f(x) = a0 + apx
p + a2px

2p + · · ·+ ampx
mp := f̃(xp).

定理 4.6

♥
给定非零多项式 f(x) ∈ F [x]，则 f(x) 在其分裂域 E 中无重根等价于在 F [x] 中 (f, f ′) = 1.

注这告诉了我们：多项式的可分性是其内蕴性质，与在哪个扩域上无关.
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证明 ⇐=: 假设 f(x)在其分裂域中有重根，即在 E[x]中做其分解：

f(x) = (x− a)2g(x).

其导数为

f ′(x) = 2(x− a)g(x) + (x− a)2g′(x).

这说明 f 与 f ′ 有相同的根，又有 (f, f ′) = 1，根据命题4.9可知矛盾！
=⇒ : 设 (f, f ′) = g，也就是说 g | f, g | f ′.
因为 g | f，而 f 在 E[x]中可分解成一次因子，因此 g在 E[x]中至少有一根，记为 a，则在 E 中有：

f(x) = (x− a)h(x) =⇒ f ′(x) = h(x) + (x− a)h′(x).

又因为 g | f ′，因此有：
f ′(a) = 0 =⇒ h(a) = 0

=⇒ h(x) = (x− a)h1(x)

=⇒ f(x) = (x− a)2h1(x).

这与假设矛盾！故得证.
注这个定理的优越性在于其在“小”域中计算因子，就可以得知在“大”域中的重根情况.

推论 4.4

♥
若 charF = 0，则任一不可约多项式 f(x) ∈ F [x] 可分.

证明 设 f(x) ∈ F [x]不可约，因此 f(x)不等于常数，这就说明了 f ′(x) 6= 0.

若 f 不可分，则由定理4.6可得 (f, f ′) 6= 1，又因为 f 不可约，也就是说 f 的因式只能是 1 或者 f，因此

(f, f ′) = f，但 deg f ′ < deg f，f 不可能是 f ′ 的因子，因此矛盾.

推论 4.5

♥
设 charF = p > 0，设 f(x) ∈ F [x] 不可约，则 f 不可分等价于 f ′ = 0.

证明 ⇐=: f ′ = 0 =⇒ (f, f ′) = f 6= 1.
这是因为 0与任何非零多项式的最大公约式都是那个非零多项式，不等于 1是因为 f 不可约.
再利用定理4.6的逆否命题可得其有重根，因此不可分.
=⇒ : 若 f ′ 6= 0，则 deg f ′ < deg f，因此 deg(f, f ′) < deg f，又 f 不可约，因此 (f, f ′) = 1，矛盾！故得证.

推论 4.6

♥

设 charF = p > 0，设 f(x) ∈ F [x] 不可约，则 f 不可分等价于：

f(x) = a0 + apx
p + a2px

2p + · · ·+ ampx
mp := f̃(xp).

定理 4.7 (本原元素存在性定理)

♥

有限可分扩张一定是单扩张，即：E = F (α1, · · · , αn) 是有限可分扩张，则必能表示成 E = F (α)，其中

α 叫做 E 的本原元素.

引理 4.6

♥
设 charF = p > 0，a, b ∈ F 设 f(x) = xp − a ∈ F [x] 或不可约或可以写成 f(x) = (x− b)p.
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证明 若 f 可约，设 f(x) = g(x)h(x)，则 0 < deg g := k < p.

设 E 是 f 的分裂域，则存在 b ∈ E，使得 f(b) = 0 =⇒ bp = a =⇒ f(x) = xp − bp = (x− b)p.

由 f = gh可知：

g(x) = (x− b)k = xk − kbxk−1 + · · ·+ (−1)kbk =⇒ bk ∈ F.

因为 p是素数，0 < k < p，因此 (p, k) = 1 =⇒ uk + vp = 1 =⇒ b = buk+vp = au · (bk)v ∈ F.

这是因为 a ∈ F, bk ∈ F.

推论 4.7

♥
F := Zp(t)，则 f(x) = xp − t ∈ F 不可分，不可约.

证明 不可分只需说明 (f, f ′) = 1，这是显然的.
不可约由引理4.6只需证 ∀b ∈ F，t 6= bp.
若存在 b ∈ F，使得 t = bp，即：

t =

(
g(t)

h(t)

)p
=⇒ g(t)p = t(h(t))p.

其中 h, g ∈ F [t]，设：

g(t) = a0 + a1t+ · · ·+ ant
n

h(t) = b0 + b1t+ · · ·+ bmt
m.

则有：

g(t)p = ap0 + (a1t)
p + · · ·+ (ant

n)p

t(h(t))p = tbp0 + bp1t
p+1 + · · ·+ bpmt

mp+1.

对比系数就发现矛盾.

定义 4.6 (完美域)

♣若 F 中所有多项式都可分，则称 F 为一个完美域 (perfect field).

定理 4.8

♥设 charF = p > 0，则 F 是完美域等价于 F p = F.

证明 =⇒ : 若 F p 6= F，则存在 a ∈ F，使 a 6= bp，也就是说此时不能写成 f(x) = xp − a = (x− b)p 的形式了，

故根据引理4.6此多项式不可约，又因为 f ′ = 0，因此由推论4.5不可分，也就是说 F 不是完美域，矛盾！

⇐=: 若 F 不是完美域，即存在不可分的不可约多项式，可记为：

f(x) = a0 + apx
p + a2px

2p + · · ·+ ampx
mp.

若 ai = bpi，则有：

f(x) = (b0 + b1x+ · · ·+ bnxn)
p.

这与 f 不可约矛盾，因此必有 ai 6= bp =⇒ F p 6= F，矛盾！故得证.

推论 4.8

♥有限域都是完美域.

证明 F p = F 事实上就是定义了一个 Frobenius自同构.
我们在有限域上定义一个 Frobenius自同态是做得到的，并且这是单射，又由于是有限集合，因此满射也满

足了，故是同构.
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定理 4.9 (有限域的存在唯一性)

♥
设 p 是素数，d ∈ N∗，q = pd，存在唯一的 q 元有限域，记为 Fq.

证明 存在性：

当 d = 1，Fp = Zp.
当 d > 1，设 f(x) = xq − x ∈ Fp[x]，由推论4.8知 f 可分，设 E 为 f 分裂域，于是在 E 中有：

f(x) = (x− r1) · · · (x− rq).

对于任意两根 ri, rj，我们有：

1. (ri + rj)
q = rqi + rqj = ri + rj .

2. (rirj)
q = rqi r

q
j = rirj .

3. (r−1
i )q = r−qi = r−1

i . (ri 6= 0)

考虑 E′ = {ri | i = 1, 2, · · · , q}，我们在上面验证了其封闭性，因此 E′是 E 的一个子域，f 在 E′中已经完

全分解，因此 E = E′.

|E| = |E′| = q.

唯一性：设 F是另一个 q元有限域，则 F× 是一个 q − 1阶交换群，因此对于 α 6= 0 ∈ F，我们有：

αq−1 = 1 =⇒ αq = α.

对于 α 6= 0当然也有 αq = α，这就说明了 F是 f 的分裂域的一个子域，又 |F| = q = |E|，因此 F = E.
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4.4 正规扩张

命题 4.12 (正规扩张的导出)

♠

考察 Q(
√
2)/Q，设 u = 3

√
2，则 u 在 Q 上的极小多项式为 f(x) = x3 − 2，我们发现 f 在 Q(

√
2) 上不能

完全分解，另一方面 f 在其分裂域 Q( 3
√
2,

−1 +
√
3i

2
) 上自然能完全分解，我们尝试将这种“扩张后包含了

所有的根”的性质抽象成另一种概念.

引理 4.7

♥

设 f ∈ F [x]，E 是 f 的分裂域，α ∈ E 且 α 在 F 上的极小多项式为 p(x)，则 p(x) 在 E 中可分解为一次

因式的乘积.

证明 我们只需证明 p(x)的任意一根 β 仍在 E 内.
由于 α和 β 在 F 上的极小多项式均为 p(x)，则由同构延拓定理可得有 F−同构：σ : F (α) ≃−→ F (β)，并且

注意到 E 也是 f(x) ∈ F (α)在 F (α)上的分裂域；E(β)是 f(x) ∈ F (β)在 F (β)上的分裂域.
再由同构延拓定理可得 F−同构：σ̃ : E ≃−→ E(β)，因此有：

[E : F ] = [E(α) : F ] = [E(β) : F ] = [E(β) : E][E : F ] =⇒ [E(β) : E] = 1.

这就说明了结论.
注这个引理告诉了我们：对于 f(x) ∈ F [x] 的分裂域 E/F，若 F 上的一个不可约多项式在 E 中有根，则它的所

有根均在 E 中.
这就隐含了正规扩张.

定义 4.7 (正规扩张)

♣
设 E/F 是代数扩张，若 F 中任一不可约多项式在 E 中或无根或所有根都在其中，则称 E/F 是正规扩张.

注分裂域显然是正规扩张.

定理 4.10

♥
设 E/F 是有限扩张，则：E/F 是正规扩张 ⇐⇒ E 是某个 f(x) ∈ F [x] 的分裂域.

证明 ⇐=: 由引理4.7即得.
=⇒ : 设 E 作为 F 线性空间的一组基为 u1, · · · , un，n = [E : F ]，于是 E = F (u1, · · · , un).
由于有限扩张，因此 ui 在 F 上都代数，设 gi 是这些 ui 的极小多项式.
由于 E/F 是正规扩张，又因为 gi在 E 中至少有一根 ui，因此 gi在 E 中可完全分解，取 f = g1 · · · gn，可

验证 E 是 f 的分裂域.

推论 4.9

♥任何有限扩张都包含于某个正规扩张.

证明 设 E/F 是有限扩张，类似于上述定理证明，我们取K 是 f 的分裂域，此时即有K/F 正规，并且 E ⊆ K.

命题 4.13 (例子)

♠
Q(

3
√
2) ⊆ Q(

3
√
2, ζ3).
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定义 4.8 (正规闭包)

♣

对于代数扩张 K/F，L/K 称作 K/F 的一个正规闭包若其满足：

1. L/F 是一个正规扩张.
2. L 是所有满足正规扩张中最小的集合.

命题 4.14 (例子)

♠

1. F = Q.
2. E1 = Q(

√
2)，E1/F 正规.

3. E2 = Q( 4
√
2)，E2/E1 正规.

4. 然而 E2/F 不正规，这就说明正规扩张的正规扩张未必正规.

定理 4.11

♥

给定有限正规域扩张 E/F，K 是其中间域，则以下命题等价：

1. K/F 是正规扩张.
2. 若 σ ∈ Gal(E/F )，则 σ(K) ⊆ K.

3. 若 σ ∈ Gal(E/F )，则 σ(K) = K.

证明 (1) =⇒ (2) : 取 u ∈ K，设 u的极小多项式为 g(x) ∈ F [x]，把 g(u) = 0用 σ作用两边，则有 g(σ(u)) = 0，

这说明了 σ(u)也是 g(x)的根，由K 正规可知 σ(u) ∈ K =⇒ σ(K) ⊆ K.

(2) =⇒ (3) : 因为 σ 是一个自同构，并且这是有限的，因此有 [σ(K) : F ] = [K : F ]，且 σ(K) ⊆ K 是子空

间，因此有 σ(K) = K.

(3) =⇒ (1) : 设 u ∈ K 且 u在 F 上的极小多项式为 g(x)，下证 g(x)的其他根也在K 中.
因为 E 是正规的，因此 g在 E 上可完全分解，设 r ∈ E 是 g的另一根，要证明 r ∈ K.
由引理4.5可知，存在 F (u)到 F (r)的 F−同构 ϕ，并且 ϕ(u) = r.

又由于 E/F 是有限正规扩张，由定理4.10可知 E是 F 上某个多项式 f(x)的分裂域，此时 f(x)也可以看成

是 F (u)与 F (r)上的多项式，并且根据分裂域的定义可验证 E 也是 f(x)在 F (u)与 F (r)上的分裂域，此时由

同构延拓定理可得 ϕ延拓为 E/F 的一个自同构 σ，并且此时 σ(u) = r，又 σ(K) = K =⇒ r ∈ K.

定理 4.12

♥
设 f ∈ F [x] 是可分多项式且 E/F 是 f(x) 的分裂域，则 E/F 是可分扩张.

证明 设 u ∈ E，u在 F 上的极小多项式为 g(x) ∈ F [x]，下证 g(x)可分.
E/F 是分裂域 =⇒ E/F 正规 =⇒ g(x)在 E 中可分解为一次因式的乘积，设 deg g = m，g在 E 中互异

的根的个数为 k，k ≤ m，只需证：k = m.

再设 [E : F ] = n，考虑 F (u)，此时有 [F (u) : F ] = deg g(x) = m.
又因为 f(x)可分，因此 |Gal(E/F )| = [E : F ] = n.
另一方面，由引理4.5可知，idF : F → F 延拓为 F (u) → E 的嵌入个数为 k个，设为 η1, η2, · · · , ηk.
对 ηi 来说，根据分裂域的定义可验证 E 也是 F (u)及 ηi(F (u))上多项式 f(x)的分裂域，由此根据同构延

拓定理，ηi 可延拓为 E → E 的自同构，这样的个数小于等于 [E : F (u)]，又因为 f 可分，因此自同构个数等于

[E : F (u)]，因此 k个 ηi 可以得到 k · [E : F (u)]个 E/F 的自同构.
又对于任意 η ∈ Gal(E/F )，其限制在 F (u)上时，η(u)一定是 g在 E中的某个根，因此 η必定是某个 ηi经

过延拓过程所得到的.
因此有：n = k[E : F (u)]，并且 n = [E : F (u)][F (u) : F ] = m[E : F (u)] =⇒ k = m.
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4.5 Galois扩张
下面两节参考章璞老师的《伽罗瓦理论》以及 Milne 的 Galois 讲义.

定义 4.9 (Galois扩张)

♣

称代数扩张 E/F 是 Galois 扩张若其是可分、正规的.
称 Galois 扩张是循环的、交换的、可解的当且仅当其 Galois 群为对应性质的群.

注在本节我们只考虑有限 Galois 扩张，即有限代数可分正规扩张.

定义 4.10 (Galois群)

♣

给定域扩张 E/F，定义：

Gal(E/F ) := {σ ∈ Aut(E)
∣∣σ|F = idF }.

定义 4.11 (不动域)

♣

给定域 E，G ≤ Aut(E)，定义：

Inv(G) := {α ∈ E | ∀σ ∈ G,使得σ(α) = α}.

Inv(G) 是一个子域，称作 G 的不动域.

引理 4.8

♥

给定域扩张 E/F，G := Gal(E/F )，则有：

1.（反序映射）若 M1,M2 均是 E/F 的中间域且 M1 ⊆M2，则 Gal(E/M1) ⊇ Gal(E/M2).
若 H1,H2 均是 G 的子群且 H1 ⊆ H2，则 Inv(H1) ⊇ Inv(H2).

2.（作用 2 次变大）若 M 是 E/F 的中间域，则有 M ⊆ Inv(Gal(E/M))；若 H 是 Gal(E/F ) 的子群，

则有 H ⊆ Gal(E/Inv(H)).
3.（作用 3 次等于作用 1 次）

Gal(E/Inv(Gal(E/M))) = Gal(E/M), Inv(Gal(E/Inv(H))) = Inv(H).

证明 (1)(2)由定义即得，下证 (3)：

由 (2)可得M ⊆ Inv(Gal(E/M))，再由 (1)反序可得 Gal(E/M) ⊇ Gal(Inv(Gal(E/M)))，同时由 (2)又有：

Gal(E/M) ⊆ Gal(Inv(Gal(E/M))) =⇒ Gal(E/Inv(Gal(E/M))) = Gal(E/M).
同理可得 Inv(Gal(E/Inv(H))) = Inv(H)，因此得证.

定义 4.12 (Galois对应)

♣

上述引理中所给出的在 Ω := {E/F的中间域} 与 Γ := {G的子群} 之间的两个映射称之为 Galois 对应：

1. Gal(E/−) : Ω → Γ.
2. Inv : Γ → Ω.

具体如何对应可参照引理4.8.

定理 4.13 (Aritn引理)

♥

给定域 E，G 是 Aut(E) 的有限子群，则有：

[E : Inv(G)] ≤ |G|.

于是 E/Inv(G) 是有限扩张.
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定理 4.14 (有限 Galois扩张的等价命题)

♥

给定域扩张 E/F，则以下命题等价：

1. E/F 是有限 Galois 扩张.
2. E 是 F 上某个可分多项式在 F 上的分裂域.
3. E/F 是有限扩张且 |Gal(E/F )| = [E : F ].

4. Gal(E/F ) 是有限群且 Inv(Gal(E/F )) = F.

注以上四个命题分别是从“内部”、“外部”、“数量关系”、“内外部联系”对有限 Galois 扩张的等价描述.
证明 (1) =⇒ (2) : 由定理4.10可知，E是 F 上某个多项式 f(x) ∈ F [x]的分裂域，还要说明 f(x)是可分的：这是

因为可分扩张的定义——任意 E 中的元生成的极小多项式都是可分的，任意 E 中的元自然包括 f(x)的根，因

此 f(x)可分.
(2) =⇒ (3) : 这是同构延拓定理的推论.
(3) =⇒ (4) : 有限群由 (3)即得.
由不动域定义即得 F ⊆ Inv(Gal(E/F ))，因此有：

[E : Inv(Gal(E/F ))] ≤ [E : F ]

= |Gal(E/F )|

= |Gal(E/Inv(Gal(E/F )))|

≤ [E : Inv(Gal(E/F ))]

=⇒ [E : Inv(Gal(E/F ))] = [E : F ]

=⇒ Inv(Gal(E/F )) = F.

第一个小于等于号由包含定义即得，第二个等号是已给题设，第三个等号是引理4.8的 (3)，最后一个不等号

是同构延拓定理的推论.
(4) =⇒ (1) : 首先说明是有限扩张：[E : F ] = [E : Inv(Gal(E/F ))] ≤ |Gal(E/F )| ≤ ∞.

第一个等号是题设，第二个小于等于号是 Artin引理4.13，第三个小于号是题设.
设 u ∈ E 且 u在 F 的极小多项式为 f(x)，令

G := Gal(E/F ), Gu := {σ(u) | σ ∈ G} = {u1, · · · , ur} ⊆ E.

容易得知 ui都是 f(x)的根，因此 g(x) := (x− u1) · · · (x− ur) ∈ E[x]是 f(x)在 E[x]中的因子，那么我们

只需要证明 f(x) = g(x)就可以得知这是可分正规的.
令

g(x) := g0 + g1x+ · · ·+ xr =
∏

1≤i≤r

(x− σ(ui)).

我们可以知道 σ(gi) = gi，∀σ ∈ G（初等对称多项式的知识），因此有 gi ∈ Inv(G) = F =⇒ g(x) ∈ F [x]，

又因为 f(x)在 F 上是极小多项式不可约，因此 g(x) = f(x)，得证.

推论 4.10

♥每个有限可分扩张都含于一个有限 Galois 扩张.

证明 令 E = F (α1, α2, · · · , αn)，且 fi为 αi在 F 上的极小多项式，则
n∏
i=1

fi也是 F 上的一个可分多项式，这会

对应一个包含 E 的分裂域，根据上述等价命题可以知道这是一个有限 Galois扩张.

推论 4.11

♥
给定 E/M/F，若 E 是 F 的有限 Galois 扩张，则 E 是 M 的有限 Galois 扩张.
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证明 根据等价命题可知 E是 F 上某个可分多项式在 F 上的分裂域，将其看成是M 上某个可分多项式在M 上

的分裂域，则得证.

命题 4.15 (有限域的 Galois扩张)

♠

设 E 是有限域 F 的有限扩张，则 E/F 是有限 Galois 扩张.
设 |E| = pn，则 E 是可分多项式 xp

n − x 在 Zp 上的分裂域，因此 E 是 xp
n − x 在 F 上的分裂域.

命题 4.16 (Galois理论的导出)

♠

在讲解 Galois 理论之前，我们需要先简单介绍一下这个理论究竟在做什么，否则读者或许会觉得云里雾

里不知所云.
事实上很简单，就一句话：域不断扩大，群不断缩小，其中每个域都与群一一对应.
完整版应该是这样：将根不断添加到域中，域不断扩大，域的 Galois 群不断缩小，直到最后将根全部添加

到域里达到最大，而域的 Galois 群不断缩小，直到最后只有一个恒等置换才能使代数关系保持不变，而

这个过程是一一对应的！

笔者在知乎写了一篇科普文或许可以帮助大家更好地理解：写在 Galois 之前.

定义 4.13 (共轭域)

♣
E/F 的两个中间域 M,M ′ 称为共轭的若存在 σ ∈ Gal(E/F ) 使得 M ′ = σ(M).

为证明 Galois 基本定理，我们首先需要证明如下引理.

引理 4.9

♥
设 E/F 为有限正规扩张，M 是 E/F 的中间域，则M/F 是正规扩张 ⇐⇒ σ(M) =M，∀σ ∈ Gal(E/F ).

证明 =⇒ : 设 M/F 是正规扩张，则由题设知是有限正规扩张，因此由定理4.10可知 M 是 F [x]中某一多项式

f(x)在 F 上的分裂域，因此有M = F (α1, · · · , αm)，其中 α1, · · · , αm 是 f(x)的全部互异根.
设 σ ∈ Gal(E/F )，由引理4.4这会诱导出环同构：σ̃ : E[x] → E[x]，自然可以作用在 f(x) ∈ F [x]上，因此

有：

(x− α1)
a1 · · · (x− αm)am = f(x) = σ(f(x)) = (x− σ(α1))

a1 · · · (x− σ(αm))am .

这显然说明 σ(α1), · · · , σ(αm)就是 α1, · · · , αm 的一个置换，因此有

σ(M) = F (σ(α1), · · · , σ(αm)) = F (α1, · · · , αm) =M.

⇐=: 设 σ(M) = M，∀σ ∈ Gal(E/F )，设 α ∈ M，m(x)是 α在 F 上的极小多项式，β 是m(x)的任意一

根.
由引理4.5即得域同构：τ : F (α) ≃−→ F (β)且 τ |F= id，τ(α) = β.
由于 E/F 是有限正规扩张，则 E 是 F [x]中某一多项式 f(x)在 F 上的分裂域，由分裂域定义可知：E(α)

是 f(x)在 F (α)上的分裂域，E(β)是 f(x)在 F (β)上的分裂域.
再由同构延拓定理可得 τ 可延拓为域同构 σ : E(α)

≃−→ E(β)，又因为 α ∈ E 且 E/F 正规，因此：

β ∈ E =⇒ E(α) = E = E(β) =⇒ σ ∈ Gal(E/F ) =⇒ β = τ(α) = σ(α) ∈ σ(M) =M.
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定理 4.15 (Galois基本定理)

♥

设 E/F 是有限 Galois 扩张，G := Gal(E/F )，Ω := {E/F的中间域}，Γ := {G的子群}，则：

1. 在 Ω 与 Γ 之间存在着互逆、反序的一一对应（Galois 对应）：

Gal : Ω → Γ Inv : Γ → Ω

M 7→ Gal(E/M) H 7→ Inv(H)

即此时有：Inv(Gal(E/M)) =M，Gal(E/Inv(H)) = H，∀M ∈ Ω，∀H ∈ Γ.

及 [E : Inv(H)] = |H|，[Inv(H) : F ] = [G : H].
2. G 的子群 H 和 H ′ 是共轭的当且仅当中间域 Inv(H) 和 Inv(H ′) 是共轭的.
G 的子群是正规子群当且仅当 Inv(H)/F 是正规扩张，此时有：Gal(Inv(H)/F ) ∼= G/H.

3. 这是 (2) 的等价叙述：

E/F 的中间域 M 和 M ′ 是共轭的当且仅当 Gal(E/M) 和 Gal(E/M ′) 是 G 的共轭子群.
M/F 是正规扩张当且仅当 Gal(E/M) 是 G 的正规子群，此时有：

Gal(E/F )/Gal(E/M) ∼= Gal(M/F ).

证明

1. 反序已在引理4.8证明.
由定理4.14的第四条可以说明 Inv(Gal(E/M)) =M，再证第二式：

由定义有 H ⊆ Gal(E/Inv(H))，因此有：

|H| ≤ |Gal(E/Inv(H))| = [E : Inv(H)] ≤ |H| =⇒ H = Gal(E/Inv(H)).

第一个不等号是包含关系，第二个等号是有限 Galois扩张，第三个不等号是 Artin引理.
第三个式子就是直接套用有限 Galois扩张的等价命题，下证第四个式子：
我们有 |G| = [E : F ] = [E : Inv(H)][Inv(H) : F ] = |H|[Inv(H) : F ] =⇒ [Inv(H) : F ] = [G : H].

2. 由 (1)知存在 σ ∈ Gal(E/F )使得 σHσ−1 = H ′ 当且仅当 Inv(σHσ−1) = Inv(H ′)（因为一一对应），因此

有：

Inv(σHσ−1) = {a ∈ E | σhσ−1(a) = a, ∀h ∈ H}

= {a ∈ E | hσ−1(a) = σ−1a, ∀h ∈ H}

= {a ∈ E | σ−1(a) ∈ Inv(H)}

= σ(Inv(H)).

因此由共轭域的定义可知：H 和 H ′ 是共轭的当且仅当 Inv(H)和 Inv(H ′)是共轭的.
从证明过程中也可知G的子群H 是正规子群当且仅当 Inv(H) = σ(Inv(H))，而由引理4.9可知这当且仅当
Inv(H)/F 是正规扩张，下再证：Gal(Inv(H)/F ) ∼= G/H.

设 H / G因此有 σ(Inv(H)) = Inv(H)，∀σ ∈ G，构造如下映射：

π : G→ Gal(Inv(H)/F )

σ 7→ σ |Inv(H)

容易证明这是个群同态，且：

Kerπ = {σ ∈ G | σ |Inv(H)= id |Inv(H)} = Gal(E/Inv(H)) = H.

并且有：

|Gal(Inv(H)/F )| = |Inv(H) : F | = [E : F ]

[E : Inv(H)]
=

|G|
|Gal(E/Inv(H))|

=
|G|
|H|

.

从而如下映射是一个群同构：

π̃ : G/H
≃−→ Gal(Inv(H)/F )

110



4.5 Galois 扩张

接下来的例子计算都是运用古典的技巧来“巧算”，在下一节我们将会进行系统的说明如何计算.

命题 4.17 (例一)

♠
求 Gal(Q(

√
2)/Q).

证明 |Gal(Q(
√
2)/Q)| = [Q(

√
2) : Q] = 2 =⇒ Gal(Q(

√
2)/Q) = Z2.

命题 4.18 (例二)

♠
求 Gal(Q(

√
2,
√
3)/Q).

证明 [Q(
√
2,
√
3) : Q] = 4，也就是说这是个四阶群，我们知道四阶群有两种，一个是 Z4，一个是 Z2 × Z2.

我们断言是后者，我们知道Q(
√
2,
√
3)用线性空间的观点来看实际上就是 SpanQ(1,

√
2,
√
3,
√
6)，因此只需

要考察 Galois群对这些生成元的作用即可.
现令 Gal(Q(

√
2,
√
3)/Q) := {id, σ, τ, στ}，并且：

1. σ(a+ b
√
2 + c

√
3 + d

√
6) = a− b

√
2 + c

√
3− d

√
6.

2. τ(a+ b
√
2 + c

√
3 + d

√
6) = a+ b

√
2− c

√
3− d

√
6.

3. στ(a+ b
√
2 + c

√
3 + d

√
6) = a− b

√
2− c

√
3 + d

√
6.

可以发现群里第四个元素实际上就是 σ, τ 的复合，因此我们直接写出来即可.
再计算不动域：

1. Inv(σ) = {x ∈ Q(
√
2,
√
3) | σ(x) = x} = {a+ c

√
3 | a, c ∈ Q} = Q(

√
3).

2. Inv(τ) = {x ∈ Q(
√
2,
√
3) | τ(x) = x} = {a+ b

√
2 | a, b ∈ Q} = Q(

√
2).

3. Inv(στ) = {x ∈ Q(
√
2,
√
3) | στ(x) = x} = {a+ d

√
6 | a, d ∈ Q} = Q(

√
6).

画出图即为如下：

{id, σ, τ, στ} Q

{id, σ} {id, στ} {id, τ} Q(
√
3) Q(

√
6) Q(

√
2)

{id} Q(
√
2,
√
3)

Inv

Gal

命题 4.19 (例三)

♠
求 Gal(Q( 3

√
2)/Q).

证明 令 η 为其 Galois群中的一个元素，则应该有 η( 3
√
2)也是 3

√
2极小多项式 x3 − 2的根，然而我们知道这个

多项式的另外俩个根都不在 Q( 3
√
2)内，因此必有 η( 3

√
2) = 3

√
2 =⇒ η = id.

也就是说这个 Galois群是只有一个元素的平凡群.

命题 4.20 (例四)

♠
求 Gal(Q(ζ7)/Q).

证明 我们知道 ζ7 的极小多项式是 x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1，因此这是一个扩张次数为 6的 Galois扩张.
∀σ ∈ Gal(Q(ζ7)/Q) =⇒ σ(ζ7) = ζ i7，（1 ≤ i ≤ 6）这自然给出了一个同构：

Gal(Q(ζ7)/Q)
≃−→ (Z/7Z)×

σ 7→ i
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4.6 Galois群的计算

定义 4.14 (多项式的 Galois群)

♣

设 E 是 f ∈ F [x] 在 F 上的分裂域，则 Gal(E/F ) 称为多项式 f(x) 或方程 f(x) = 0 在 F 上的 Galois 群，

记为 Gal(f(x), F ) 或 Gf .

本节主要讨论无重根多项式的 Galois 群，这能保证为有限 Galois 扩张.

4.6.1 Galois的原始思想

定义 4.15 (可迁子群)

♣

给定集合 Λ = {1, 2, · · · , n}，对于 Sn 的子群 G，若 ∀i, j ∈ Λ，均存在 σ ∈ G，使得 σ(i) = j，则称 G 为

Sn 的可迁子群或 Λ 上的可迁置换群.

注等价的定义是设 t ∈ Λ，则 G是 Λ 上的可迁子群当且仅当对于任意 i ∈ Λ，存在 σ ∈ G，使得 σ(t) = j.
注一个直观的理解就是给定任意两个正整数，可迁子群中都有一个映射可以把其中一者映过去.
注需要注意的是，就算两个群同构但也不一定保持可迁性. 例如 V := {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} 是 S4 的

可迁子群，但与它同构的 {1, (12)(34), (12), (34)} 并不是.
在接下来的讨论中，Sn 都将视为在 f(x) 根集 {r1, r2, · · · , rn} 上的对称群.

定理 4.16

♥

给定域 F 上 n 次无重根多项式 f(x) 及其根集 {r1, r2, · · · , rn}，Ff 是其分裂域，则有：

1. Gf 是 Sn 的阶为 [Ff : F ] 的子群.
2. 设 σ ∈ Sn，则 σ ∈ Gf ⇐⇒ σ 保持 f(x) 根之间代数关系，即：

g(r1, r2, · · · , rn) = 0 =⇒ g(σ(r1), σ(r2), · · · , σ(rn)) = 0.

3. f(x) 在 F 上不可约 ⇐⇒Gf 是 Sn 的可迁子群.

证明

1. 设 σ ∈ Gf，则有 0 = σ(0) = σ(f(ri)) = f(σ(ri))，这说明 σ(ri)是 f(x)两两不同的根，也就是说 σ 是一

个置换，这给出了一个从 Gf 到 Sn 的群同态：

σ 7→

(
r1 r2 · · · rn

σ(r1) σ(r2) · · · σ(rn)

)
这显然是一个单射，又因为可分多项式，故有 |Gf | = |Gal(Ff/F )| = [Ff : F ].

2. =⇒ : 显然.
⇐=: 设 a ∈ Ff = F (r1, r2, · · · , rn)，则 a = ψ(r1, r2, · · · , rn)，其中 ψ(x1, x2, · · · , xn) ∈ F [x1, x2, · · · , xn].
我们定义 Ff 的一个 F−自同构 σ̃（接下来将会说明自同构）：

σ̃ : Ff → Ff

ψ(r1, r2, · · · , rn) 7→ ψ(σ(r1), σ(r2), · · · , σ(rn))

并且 σ̃ |F= idF，σ̃(ri) = σ(ri)；我们要说明这个定义是合理的，也就是说 σ̃(α)与 α的表法无关.
设另有表法 α = ϕ(r1, r2, · · · , rn)，其中 ϕ(x1, x2, · · · , xn) ∈ F [x1, x2, · · · , xn]，因此有

ψ(r1, r2, · · · , rn)− ϕ(r1, r2, · · · , rn) = 0 =⇒ ψ(σ(r1), σ(r2), · · · , σ(rn))− ϕ(σ(r1), σ(r2), · · · , σ(rn)) = 0

=⇒ ψ(σ(r1), σ(r2), · · · , σ(rn)) = ϕ(σ(r1), σ(r2), · · · , σ(rn)).

再说明其同构：首先保持加法和乘法是显然的.
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满射：只需观察 r1, r2, · · · , rn，因为有 σ̃(ri) = σ(ri)，因此的确是满射.
单射：域同态必定是单射.
这说明 σ̃ ∈ Gf，又因为 σ̃(ri) = σ(ri)，因此 σ̃作为 Sn 中的元素就是 σ.

3. =⇒ : 对于 f(x)的任意根 rj，由于 rj 与 r1 在 F 上的极小多项式都是 f(x)，因此存在 F−同构

σ : F (r1) → F (rj)

r1 7→ rj

由同构延拓定理得 σ可延拓成域同构 τ : Ff → Ff，从而 τ ∈ Gf 且 τ(r1) = rj，即 Gf 是 Sn 的可迁子群.
⇐=: 对于 f(x)的任意根 rj，存在 σ ∈ Gf，使得 σ(r1) = rj，令 f1 是 r1 在 F 上的极小多项式，将 σ作

用在 0 = f1(r1)两边，即有：

0 = σ(0) = σ(f1(r1)) = f1(σ(r1)) = f1(rj).

也就是说 f(x)的任意根都是 f1(x)的根，即 f(x) = f1(x)，因此 f(x)在 F 上不可约.
注 Galois 本人就是将 Gf 定义为保持 f(x) 所有根之间代数关系保持不变的置换组成的群，因此 Gf 反映了 f(x)

根之间的对称.
注条件如上，我们断言：n

∣∣|Gf |，这是因为 n = [F (r1) : F ]
∣∣ [Ff : F ] = |Gf |.

4.6.2 判别式

定义 4.16 (判别式)

♣

给定首一多项式 f(x) = xn + a1x
n−1 + · · ·+ an，并且有 f(x) =

n∏
i=1

(x− ri)，定义：

∆ :=
∏

1≤i<j≤n

(ri − rj) , D(f) := ∆2 =
∏

1≤i<j≤n

(ri − rj)
2.

我们称 D(f) 是 f 的判别式.

注容易观察出判别式非零当且仅当多项式可分.

定理 4.17

♥

1. σ∆ = sgn(σ)∆.

2. σD(f) = D(f).

证明 这就是本文档里对 sgn的定义，第二条由第一条直接推出.
注 ∆ 需要依赖对于根的编号，但 D(f) 不需要.

推论 4.12

♥

给定 n 次可分多项式 f(x) ∈ F [x]，设 Ff 是 f(x) 的分裂域，Gf := Gal(Ff/F )，则有：

1. D(f) ∈ F.

2. 设 char(F ) 6= 2，对应于 An
⋂
Gf 的 Ff 的子域是 F (∆)，因此有：

Gf ⊂ An ⇐⇒ ∆ ∈ F ⇐⇒ D(f) ∈ F 2.

证明

1. 观察 D(f)的定义式，由定理可得 Gf 保持 D(f)不变，因此其落在 F 中.
再给出一个只需要用到初等知识的证明：首先知道 ∆可以表示为 Vandermonde行列式，因此有：
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D(f) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

r1 r2 · · · rn
...

...
...

rn−1
1 rn−1

2 · · · rn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 r1 · · · rn−1
1

1 r2 · · · rn−1
2

...
...

...
1 rn · · · rn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n s1 · · · sn−1

s1 s2 · · · sn−2

...
...

...
sn−1 sn · · · s2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
其中 si =

n∑
j=1

rij，i ≥ 1，每个 si 都是 r1, · · · , rn 的对称多项式，因此都可以表示成其初等对称多项式

p1, · · · , pn 的多项式，并且 Vieta定理告诉我们 pi 是多项式系数的函数，因此 D(f) ∈ F .
2. 由定理可知，对于∆来说，σ∆ = ∆当且仅当 σ ∈ An，因此根据 Galois基本定理就得证 F (∆)与An

⋂
Gf

对应，因此有

Gf
⋂
An = Gf ⇐⇒ F (∆) = F ⇐⇒ ∆ ∈ F ⇐⇒ D(f) ∈ F 2.

注这里特征必须不为 2，否则 D(f) 一直在 F 2 里.
特征为 2 时请参看 Milne 的 Galois 讲义 P.48.

命题 4.21 (低次判别式)

♠

我们有：



s1 = p1

s2 = p21 − 2p2

s3 = p31 − 3p1p2 + 3p3

s4 = p41 − 4p21p2 + 4p1p3 + 2p22 − 4p4

因此对于 2 次多项式 f(x) = x2 + bx+ c，其判别式为：D(f) = b2 − 4c.

对于 3 次多项式 f(x) = x3 + bx+ c，其判别式为：D(f) = −4b3 − 27c2.

对于 3 次多项式 f(x) = x3 + ax2 + bx+ c，其判别式为：D(f) = −4ca3 + a2b2 + 18abc+ (−4b3 − 27c2).

定理 4.18 (一次与二次多项式)

♥

一次多项式是显然的，自然是平凡群.

二次多项式：

第一种情况，不可约，则 Galois 群是S2.

第二种情况，可约，则 Galois 群是平凡群.

命题 4.22 (例一)

♠
f(x) = x2 − 2 ∈ Q[x] 不可约，因此其 Galois 群是 S2.

定理 4.19 (三次多项式)

♥

设 char(F ) 6= 2, 3，f(x) 是 F 上的 3 次不可约多项式，则：

Gf =

A3,若D(f) ∈ F 2

S3 ,若D(f) /∈ F 2

证明 首先 3
∣∣|Gf |，并且又是可迁子群，因此 |Gf |

∣∣|S3| = 6，只能是 A3 或者 S3.
再根据上述推论4.12即得结论.

命题 4.23 (例二)

♠
x3 − 3x+ 1 ∈ Q[x] 不可约，计算其特征式为：−4(−3)3 − 27 = 81 = 92，因此其 Galois 群是 A3.
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命题 4.24 (例三)

♠
x3 + 3x+ 1 ∈ Q[x] 不可约，计算其特征式为 −135，因此其 Galois 群是 S3.

定理 4.20 (四次多项式)

♥

设 char(F ) 6= 2，f(x) ∈ F [x] 是 4 次不可约多项式，其根为 r1, r2, r3, r4，设 α = r1r2 + r3r4, β = r1r3 +

r2r4, γ = r1r4 + r2r3，则有：

Gf [Ff : F (α, β, γ)] [F (α, β, γ) : F ]

S4 4 6

A4 4 3

V 4 1

D4 4 2

C4 2 2

注 [Ff : F (α, β, γ)] = |Gf
⋂
V |, [F (α, β, γ) : F ] = [Gf : Gf

⋂
V ].

证明 请读者参考Milne的 Galois讲义 P.49以及章璞的 Galois理论 P.34.

命题 4.25 (三次解式)

♠

具体的计算还需要另外的辅助：

令 M = F (α, β, γ)，g(x) = (x − α)(x − β)(x − γ) ∈ M [x]，这称之为 f(x) 的三次解式，并且知道，

σg = g =⇒ g ∈ F [x].
设 f(x) = x4 + bx3 + cx2 + dx+ e，则有：

g(x) = x3 − cx2 + (bd− 4e)x− b2e+ 4ce− d2.

M = F (α, β, γ) 就是 g 的分裂域，因此我们只需要计算出 g 的特征式，就可以直接对照表格最右边一列

来直接判断 Gf，若计算出阶数为 2，则需要再讨论.

命题 4.26 (例四)

♠

考察 f(x) = x4− 4x+2 ∈ Q[x]，根据 Eisenstein 判别法可得此多项式不可约，再算其三次解式为：g(x) =

x3 − 8x− 16，此也为不可约多项式，其特征式为 −4864，因此 Gg = S3，因此 Gf = S4.

命题 4.27 (例五)

♠

考察 f(x) = x4 + 4x2 + 2 ∈ Q[x]，根据 Eisenstein 判别法可得此多项式不可约，再算其三次解式为：

g(x) = (x− 4)(x2 − 8)，其分裂域为 Q(
√
2)，阶数为 2，因此 Gf 是 D4 或者 C4，f(x) 在 Q(

√
2) 里可以

分裂为两个因式，因此 [Ff : F (α, β, γ)] = 2 =⇒ Gf = C4.

命题 4.28 (例六)

♠

考察 f(x) = x4−2 ∈ Q[x]，根据 Eisenstein 判别法可得此多项式不可约，再算其三次解式为：g(x) = x3+8x，

可得其分裂域为 Q[i
√
2]，阶数为 2，可以发现 f(x) 在 Q[i

√
2] 上不可约，因此 [Ff : F (α, β, γ)] = 4 =⇒

Gf = D4.

在接下来两小节中，我将基本只罗列基础知识和结论.

115



4.6 Galois 群的计算

4.6.3 分圆域

定义 4.17 (分圆域)

♣

设 f(x) = xn − 1 ∈ Q[x]，置 ζn = e2πi/n 我们知道其根为 {1, ζn, ζ2n, · · · , ζn−1
n }，即：

xn − 1 = (x− ζn)(x− ζ2n) · · · (x− ζn−1
n )(x− 1).

因此 Q(ζn) 就是 f(x) 在 Q 上的分裂域，称其为 n 次分圆域.

注 Q(ζn)/Q 显然是 Galois 扩张.

定义 4.18 (分圆多项式)

♣

Φn(x) :=
∏

1≤i<n,(i,n)=1

(x− ζin).

命题 4.29 (分圆域的一些性质)

♠

1. {1, ζn, ζ2n, · · · , ζn−1
n } ∼= Z/nZ，因此其也有生成元，称为本原单位根，记为：

Θn = {ζin | 1 ≤ i < n, (i, n) = 1}.

2. xn − 1 =
∏
d|n

Φd(x).

3. Φn(x) 是 Q 上的不可约多项式.

定理 4.21

♥

Gal(Q(ζn)/Q) ∼= (Z/nZ)∗，因此 [Q(ζn) : Q] = ϕ(n).（其中 (Z/nZ)∗ 是生成元组成的群，ϕ(n) 是欧拉函

数）

注这在直观上还是很容易理解的，首先其根集同构于 Z/nZ，因此只需要考察其生成元，这之后就是已学过的

内容.

4.6.4 有限域

定理 4.22

♥

设 F 是特征 p 的有限域，则 F 的元素个数为 pn.
任给 n ∈ N，存在元素个数为 pn 的域 F .
元素个数相同的有限域同构.

推论 4.13

♥
给定有限域扩张 E/F，则其是 Galois 扩张.

定理 4.23

♥

给定域扩张 E/F，两者都是有限域，且 [E : F ] = m，则 Gal(E/F ) = Z/mZ，其生成元为 E 的自同构

η : a→ aq，q = |F |.

推论 4.14

♥
设 |E| = pn 且 m | n，则 E 有且仅有一个子域 F，且 |F | = pm.
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4.7 Galois根式可解大定理
首先明确多项式方程根式可解的定义.

定义 4.19 (根式扩张)

♣

1. 给定域扩张 E/F，若存在 d ∈ E 和正整数 n，使得 E = F (d) 并且 dn = a ∈ F，则称 E/F 为根式

扩张，若 n = 2 则称其为平方根式扩张.
2. 如果 Fi+1/Fi 均为根式扩张，域扩张 F = F1 ⊆ F2 ⊆ · · · ⊆ Fr+1 = K 称为 F 的根塔.

若均为平方根式扩张，则称为平方根塔.
3. 设 f(x) ∈ F [x] 是正次数多项式，E 是 f(x) 在 F 上的分裂域，若存在 F 的根塔K 使得 E ⊆ K，则

称 f(x) = 0 在 F 上根式可解.

注显然若存在求根公式则其上方程必根式可解，因此其逆否命题：根式不可解则必不存在求根公式，也是正确

的.
但需要注意的是即便 F 上所有 n次方程都是根式可解的，其也不一定有求根公式.

定理 4.24 (Galois大定理)

♥

设 f 是特征为零的域 F 上的正次数多项式，则 f(x) = 0 在 F 上根式可解当且仅当 f(x) 在 F 上的 Galois
群 Gf 是可解群.

注在证明之前，我们先利用此大定理给出古典难题的证明：

1. 对于整数 n ≥ 5，Q[x] 中总存在 f(x) 使得 Gf 不可解.
2. 我们知道 Sn 在 n ≥ 5 时不可解，并且知道特征零域 F 上 n 次一般方程在域 F (t1, t2, · · · , tn) 上的 Galois

群为 Sn，因此就得到了 Abel-Ruffini 定理：特征零域 F 上 n次一般方程在域 F (t1, t2, · · · , tn) 上根式不可

解（n ≥ 5）.
3. n ≥ 5 时不会有特征零域 F 上 n次方程的求根公式，但依旧存在域使得每个方程都是根式可解的.

4.7.1 充分性的证明

引理 4.10

♥

设 F 是任意特征的域且含有 m 次本原单位根 ζm，E/F 是 m 次 Galois 扩张且 Gal(E/F ) =< σ >，则存

在 z ∈ E 使得 E = F (z) 且 zm ∈ F，即 E/F 是根式扩张.

证明 由定理4.7可知有限可分扩张一定是单扩张，因此可设 E = F (c)，考虑 Lagrange预解式：

z := (ζm, c) := c+ ζmσ(c) + ζ2mσ
2(c) + · · ·+ ζm−1

m σm−1(c) ∈ E.

由于 ζm ∈ F =⇒ σ(ζm) = ζm 以及 σm = idE，因此有：

σ(z) = σ(c) + ζmσ
2(c) + ζ2mσ

3(c) + · · ·+ ζm−2
m σm−1(c) + ζm−1

m c = ζ−1
m z.

考虑 Gal(E/F )的子群 Gal(E/F (z))，由于 σi(z) = ζ−im z =⇒ Gal(E/F (z)) = {1} =⇒ E = F (z).
又有 σ(zm) = σm(z) = ζ−mm zm = zm =⇒ zm ∈ F.

定理 4.25

♥以下是大定理充分性的证明.

证明 设 Gf = Gal(E/F )是可解群，其中 E 是 f(x)在 F 上的分裂域，令 n = [E : F ]，ζ 是 n次本原单位根，

F2 = F (ζ)，K = E(ζ).
容易知道此时K 就是 f(x)在 F2 上的分裂域，又因为 F 特征零，因此K/F2 是有限 Galois扩张.
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注意到 η → η |E 是群 Gal(K/F2) 到群 Gal(E/F ) 的单同态，即 Gal(K/F2) 是 Gal(E/F ) 的子群，因此

Gal(K/F2)也是可解群，即有次正规群列：

Gal(K/F2) = H2 . H3 . · · · . Hr+1 = {1}.

并且 Hi/Hi+1 是 ni 阶循环群，因此由 Galois基本定理即有：

F2 ⊆ F3 ⊆ · · · ⊆ Fr+1 = K.

其中 Fi = Inv(Hi)，又因为K/Fi 是有限 Galois扩张，因此有 Gal(K/Fi) = Gal(K/Inv(Hi)) = Hi.
由 Galois 基本定理我们有 Hi+1 / Hi =⇒ Fi+1/Fi 正规，从而也是有限 Galois 扩张并且 [Fi+1 : Fi] =

|Gal(Fi+1/Fi)|，Gal(Fi+1/Fi) ∼= Hi/Hi+1，又因为 ζ ∈ F2，因此 Fi 也包含 n次本原单位根.
又有 ni

∣∣|Gal(K/F2)|
∣∣n，因此 Fi包含 ni次本原单位根，再由引理4.10可得 Fi+1/Fi是根式扩张，从而满足

根式可解定义.

4.7.2 必要性的证明

引理 4.11

♥

设 F 是任意特征的域，E/F 是有限可分扩张，则有：

1. 若 E 是 F 的根塔，则存在 E 的有限扩域 N 使得 N/F 是有限 Galois 扩张，且 N 也是 F 的根塔.
2. 若 E 是 F 的平方根塔，则存在 E 的有限扩域 N 使得 N/F 是有限 Galois 扩张，且 N 也是 F 的平

方根塔.

证明

1. 设 E = F (α1, · · · , αm)，fi(x)是 αi在 F 上的极小多项式，则 fi(x)无重根.再令N 是 f1(x) · · · fm(x)在 F

上的分裂域，则N 是 E的有限扩域，且N/F 是有限 Galois扩张.设 F = F1 ⊆ F2 ⊆ · · · ⊆ Fr+1 = E是域

扩张链，使得 Fi+1 = Fi(di)，d
ni
i ∈ Fi，1 ≤ i ≤ r，则E = F (d1, · · · , dr)，设Gal(N/F ) = {1 = σ1, · · · , σn}，

n = [E : F ].令
L = F (d1, · · · , dr, σ2(d1), · · · , σ2(dr), · · · , σn(d1), · · · , σn(dr)).

则 L是N/F 的中间域，由引理4.9可知 L/F 是正规扩张，而N 是包含E的 F 的最小正规扩张，故N = L，

考虑域扩张链：

F ⊆ F (d1) ⊆ F (d1, σ2(d1)) ⊆ F (d1, σ2(d1), · · · , σn(d1))

⊆ F (d1, · · · , σn(d1), d2) ⊆ · · ·

⊆ F (d1, σ2(d1), · · · , σn(d1), d2, σ2(d2), · · · , σn(d2)) ⊆ · · ·

⊆ F (d1, · · · , σn(d1), d2, · · · , σn(d2), · · · , dr, · · · , σn−1(dr)) ⊆ N.

这显然是 F 的根塔，因此证明完毕.
2. 令上述证明中的 ni = 2，就得证了.

定理 4.26

♥以下是大定理必要性的证明.

证明 设 f(x) = 0在 F 上根式可解，即存在域扩张链：

F = F1 ⊆ F2 ⊆ · · · ⊆ Fr+1 = K.

使得 Fi+1 = Fi(di)，d
ni
i ∈ Fi，1 ≤ i ≤ r，且 E ⊆ K，这里 E是 f(x)在 F 上的分裂域，由引理4.11，不妨

设K/F 是正规扩张，令 n是 n1, · · · , nr 的公倍数.因为 F 的特征为 0，故存在 F 的扩域包含 n次本原单位根 ζ，

因此K(ζ)/F 是有限 Galois扩张并有域扩张链：

F = E0 ⊆ E1 ⊆ E2 ⊆ · · · ⊆ Er+1 = K(ζ).
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4.7 Galois 根式可解大定理

其中 Ei = Fi(ζ)，1 ≤ i ≤ r + 1，将 Gal(K(ζ)/−)作用在这个域扩张链上得到子群链：

Gal(K(ζ)/F ) ⊇ Gal(K(ζ)/E1) ⊇ Gal(K(ζ)/E2) ⊇ · · · ⊇ {1}.

注意 E1/F = F (ζ)/F 是正规扩张，又因为：

Ei+1 = Fi+1(ζ) = Fi(di)(ζ) = Fi(ζ)(di) = Ei(di), d
ni
i ∈ Ei, 1 ≤ i ≤ r.

Ei 包含 ni 次本原单位根，故 Ei+1/Ei 均为正规扩张，0 ≤ i ≤ r.
因为 K(ζ)/F 是有限 Galois 扩张，故 K(ζ)/Ei 均是有限 Galois 扩张. 再对 K(ζ)/Ei 用 Galois 基本定理知

Gal(K(ζ)/Ei+1)是 Gal(K(ζ)/Ei)的正规子群，0 ≤ i ≤ r.
所以上述子群链还是 Gal(K(ζ)/F )的次正规群列，且由 Galois基本定理知：

Gal(K(ζ)/Ei)/Gal(K(ζ)/Ei+1) ∼= Gal(Ei+1/Ei), 0 ≤ i ≤ r.

可知 Gal(E1/F )，Gal(Ei+1/Ei)是 Abel群，1 ≤ i ≤ r，从而 Gal(K(ζ)/F )是可解群.
因为 E/F 正规，对K(ζ)/F 用 Galois基本定理知：

Gal(E/F ) ∼= Gal(K(ζ)/F ) ∼= Gal(K(ζ)/E).

因此 Gf = Gal(E/F )是可解群，证毕.
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第 5章 习题

5.1 第一周

命题 5.1

♠计算 1 + 2
√
2 +

√
3 + 4

√
6 的倒数.

证明 根据命题 1.10，我们可根据系数直接列出矩阵方程：
2 1 12 3

1 8 1 4

4 1 2 1



y1

y2

y3

y4

 = 0.

化简矩阵为 
1 0 0 1

34

0 1 0 8
17

0 0 1 7
34

 .

代入矩阵方程即为 
y1 +

1
34y4

y2 +
16
34y4

y3 +
7
34y4


且每一项都为零，观察可得，我们令 y4 = 34，则有

y1 = −1

y2 = −16

y3 = −7

.

直接代入计算可得

1

1 + 2
√
2 +

√
3 + 4

√
6
=

−1− 16
√
2− 7

√
3 + 34

√
6

(1 + 2
√
2 +

√
3 + 4

√
6)(−1− 16

√
2− 7

√
3 + 34

√
6)

=
−1− 16

√
2− 7

√
3 + 34

√
6

730
.

命题 5.2

♠

1. 写出五元有限域 F5 的加法表和乘法表.
2. 写出八元有限域 F8 的加法表和乘法表.

证明

1.
+ 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4

1 1 2 3 4 0

2 2 3 4 0 1

3 3 4 0 1 2

4 4 0 1 2 3

· 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4

2 0 2 4 1 3

3 0 3 1 4 2

4 0 4 3 2 1

2. 因为 8 = 23，所以我们需要找到 F2 上的三次不可约多项式.
考察 F2上的所有三次多项式，可找到 F2上的不可约多项式 x3 + x+ 1，这导出关系式 α3 = α+ 1，并且
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我们说

F8 = F2(α) := {x1 + x2α+ x3α
2 | x1, x2, x3 ∈ F2}.

因此 F8 中的元素就可写出来了，写出其加法表与乘法表如下.

+ 0 1 α α2 1 + α 1 + α2 α+ α2 1 + α+ α2

0 0 1 α α2 1 + α 1 + α2 α+ α2 1 + α+ α2

1 1 0 1 + α 1 + α2 α α2 1 + α+ α2 α+ α2

α α 1 + α 0 α+ α2 1 1 + α+ α2 α2 1 + α2

α2 α2 1 + α2 α+ α2 0 1 + α+ α2 1 α 1 + α

1 + α 1 + α α 1 1 + α+ α2 0 α+ α2 1 + α2 α2

1 + α2 1 + α2 α2 1 + α+ α2 1 α+ α2 0 1 + α α

α+ α2 α+ α2 1 + α+ α2 α2 α 1 + α2 1 + α 0 1

1 + α+ α2 1 + α+ α2 α+ α2 1 + α2 1 + α α2 α 1 0

· 0 1 α α2 1 + α 1 + α2 α+ α2 1 + α+ α2

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 α α2 1 + α 1 + α2 α+ α2 1 + α+ α2

α 0 α α2 1 + α α+ α2 1 + α+ α2 1 1 + α2

α2 0 α2 1 + α2 α+ α2 1 + α+ α2 α 1 + α2 1

1 + α 0 1 + α α+ α2 1 + α+ α2 α2 + 1 α2 1 α

1 + α2 0 1 + α2 1 α α2 1 + α+ α2 1 + α α+ α2

α+ α2 0 α+ α2 1 + α+ α2 1 + α2 1 1 + α α α2

1 + α+ α2 0 1 + α+ α2 1 + α2 1 α α+ α2 α2 1 + α

命题 5.3

♠

1. 找出 Q( 3
√
2) 的所有子域和自同构.

2. 找出 Q(
√
2 +

√
3) 的所有子域和自同构.

证明

1. 首先 Q没有真子域，故我们只需考虑比 Q大的域，又因为 [Q( 3
√
2) : Q] = 3，根据推论 1.1，可知其没有中

间域，故 Q( 3
√
2)的所有子域为 Q（同构意义下）.

我们假设有一自同构 ϕ : Q( 3
√
2) → Q( 3

√
2)，并且显然有 ϕ(Q) = Q.

直接考虑

ϕ(
3
√
2) = x ∈ Q(

3
√
2).

两边三次方即有

ϕ3(
3
√
2) = x3

ϕ(2) = x3.

又因为 ϕ(Q) = Q，故 ϕ(2) = 2 = x3，也就是说 x = 3
√
2，这给出了 ϕ = id.

2. 根据正文可知 Q(
√
2 +

√
3) = {x1 + x2

√
2 + x3

√
3 + x4

√
6}.

故我们容易验证 Q,Q(
√
2),Q(

√
3),Q(

√
6)是其子域，并且根据维数公式可知，这些就是全部子域.

观察此集合，事实上虽然有
√
6，但其实这是由

√
2 与

√
3 控制的，故我们关注其自同构只需关注

√
2 与
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√
3，包括恒等变换，这就给出了全部四种自同构：

η1 : id

η2 : a+ b
√
2 + c

√
3 + d

√
6 7→ a− b

√
2 + c

√
3− d

√
6

η3 : a+ b
√
2 + c

√
3 + d

√
6 7→ a+ b

√
2− c

√
3− d

√
6

η4 : a+ b
√
2 + c

√
3 + d

√
6 7→ a− b

√
2− c

√
3 + d

√
6

命题 5.4

♠

设 F 是特征 p > 0 的域.
1. 求证：F 上的 Frobenius 自同态 x 7→ xp 是单射.

提示：xp − yp = (x− y)p

2. 设 F = Fp(T )，即 p 元有限域 Fp 上的有理函数域，求证：F 上的 Frobenius 自同态不是满射.

证明

1. 考虑 Kerϕ，xp = 0 =⇒ x = 0，故 Kerϕ = 0，这是映射为单射的充要条件.
2. 取反例 T 这个函数即可.本道题主要是考虑值域函数的次数（写出即得）全都是整除 p的，故每取定 p，取

与 p互素的次数的多项式即可.
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5.2 第二周

命题 5.5

♠
试找出一个 f ∈ Z[x]，使得 f

(√
2 +

√
3 +

√
5
)
= 0.

证明 仿照
√
2 +

√
3即可：

设 α =
√
2 +

√
3 +

√
5，则有

α−
√
2 =

√
3 +

√
5

(α−
√
2)2 = (

√
3 +

√
5)2

α2 − 2
√
2α+ 2 = 3 + 5 + 2

√
15

α2 − 2
√
2α− 6 = 2

√
15

α4 + 8α2 + 36− 4
√
2α3 − 12α2 + 24

√
2α = 60

α4 − 4
√
2α3 − 4α2 + 24

√
2α− 24 = 0

α4 − 4α2 − 24 = 4
√
2α3 − 24

√
2α

α8 + 16α4 + 242 − 8α6 − 48α4 + 8× 24α2 = 32α6 + 2× 24α2 − 16× 24α4

α8 − 40α6 + 352α4 − 960α2 + 576 = 0.

命题 5.6

♠

我们尝试在复数域 C 中加入无穷小和无穷大元素使其变为一个有趣的数学对象.
1. 设 ε 是一个形式参数，我们称其为“无穷小”，于是 εk (k ≥ 1) 就可称为 k-阶无穷小，而 ε−k (k ≥ 1)

则可称为 k-阶无穷大.
新的对象C((ε))由这样的“新数”组成，其中允许有限多个无穷大量和无穷多个阶数递增的无穷小量，

即

C((ε)) = {a =
∑
k∈Z

akε
k | ∃K ∈ Z, ∀k < K (ak = 0)}.

请在 C((ε)) 上定义四则运算使其成为一个域.
2. 对于 n ≥ 1，设 Fn = C((ε1/n))，求证：F1 的任一 n 次代数扩张必同构于 Fn.
3. 求证：K =

⋃
n≥1

Fn 是代数闭的，因此是 C((ε)) 的代数闭包.

证明

1.
定义 5.1 (形式洛朗级数域)

♣

对任意元素 a =
∑
k∈Z akε

k, b =
∑
k∈Z bkε

k ∈ C((ε))，定义运算：

加法: a+ b :=
∑
k∈Z

(ak + bk)ε
k

乘法: a · b :=
∑
k∈Z

 ∑
i+j=k

aibj

 εk

对非零元 a = εm
∑∞
k=0 am+kε

k（其中 am 6= 0），其乘法逆元为：

a−1 = ε−m
∞∑
k=0

 1

am

k∑
n=1

(−1)n
n∏
j=1

am+j

am

 εk
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验证域公理：

加法与乘法的良定义性来源于系数的有限负次项条件，逆元存在性可通过构造验证：设 a = εm(am +

am+1ε+ · · · )，构造 b = ε−m(b0 + b1ε+ · · · )满足 ab = 1，可得递推关系：

b0 = a−1
m , bk = − 1

am

k∑
j=1

am+jbk−j (k ≥ 1)

递归解得系数 bk 即得逆元，分配律等公理验证与洛朗级数环相同.
2. (a). 构造扩张：考虑多项式 P (x) = xn − ε ∈ F1[x]，在 Fn 中其根为 ε1/n.

(b). 不可约性：通过赋值映射验证：设 ν 是 F1 的离散赋值（ν(ε) = 1），则对多项式 P (x)应用爱森斯坦

判别法（模 ε），知其在 F1 上不可约.
(c). 分裂域： Fn = F1(ε

1/n)是 P (x)的分裂域，因 P (x) =
∏n−1
k=0(x− ζkε

1/n)（其中 ζk 是 n次单位根）.
(d). 唯一性：有限可分扩张的分裂域在同构意义下唯一，故 F1 的 n次代数扩张必同构于 Fn.

3. (a). 代数元封闭性：任取 f(x) = xm + c1x
m−1 + · · ·+ cm ∈ K[x]，存在 N 使得所有 cj ∈ FN .

(b). 根的存在性：取 n = m!N，则 Fn 包含 FN 和所有m次单位根。将 f(x)视为 Fn[[t1/n]]中的多项式，
其分裂域包含在某个 Fn′ 中（通过逐次添加根）.

(c). 完备赋值域：每个 Fn是完备离散赋值域，其代数闭包可由归纳极限K实现。因任意多项式在K中分
裂，故 K代数闭.

(d). 极小性： K包含 C((ε))的所有代数元，因此是其代数闭包.
注此答案不保证正确性.

以下为姚慕生书中的练习：

第 4.1 节：2, 5, 6.
第 4.2 节：3, 9, 10.

命题 5.7 (4.1.2)

♠
设 u = cos π8 + i sin π

8，求 [Q(u) : Q] 及 u 的极小多项式.

证明 u = ei
π
8，两边进行八次方，则有

u8 = −1 =⇒ u8 + 1 = 0.

这就得到了 u的极小多项式，易得 [Q(u) : Q] = 8.

命题 5.8 (4.1.5)

♠

设 Ei(i = 1, 2) 是K 的包含子域 F 的子域，且 [Ei : F ] <∞, 证明：若 E 是由 E1 及 E2 生成的K 的子域，

则 [E : F ] ⩽ [E1 : F ][E2 : F ].

证明 设 E1/F 的基为 u1, · · · , um，E2/F 的基为 v1, · · · , vn，由维数公式，我们有：

[E : F ] ⩽ [E1 : F ][E2 : F ] ⇐⇒ [E : E1][E1 : F ] ⩽ [E1 : F ][E2 : F ] ⇐⇒ [E : E1] ⩽ [E2 : F ].

又因为 E是由 E1及 E2生成的K 的子域，故 E可以看作往 E1里再添加一些 E2中的元素生成所得，往里

添加 E2 的基当然可以完全满足这个要求，因此我们有：

[E : E1] ⩽ [E2 : F ] ⇐⇒ [E1(v1, · · · , vn) : E1] ⩽ [F (v1, · · · , vn) : F ].

接下来对 n做数学归纳：

考虑 n = 1，即

[E1(v1) : E1] ⩽ [F (v1) : F ].

这条成立是因为 v1 在 E1 的极小多项式是 v1 在 F 的极小多项式的因子（v1 在 F 上的极小多项式也在 E1

上零化）.
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假设 n− 1时成立，欲证 n时成立：

[E1(v1, · · · , vn) : E1] = [E1(v1, · · · , vn) : E1(v1, · · · , vn−1)][E1(v1, · · · , vn−1) : E1]

⩽ [E1(v1, · · · , vn) : E1(v1, · · · , vn−1)][F (v1, · · · , vn−1) : F ]

⩽ [F (v1, · · · , vn) : F (v1, · · · , vn−1)][F (v1, · · · , vn−1) : F ]

= [F (v1, · · · , vn) : F ]

= [E2 : F ].

命题 5.9 (4.1.6)

♠

设 E 是 F 的扩域，α ∈ E 是 F 上的代数元，又对任意的 y ∈ F (α), 令 Tα(y) = αy, 则 Tα 是 F (α) 作为 F

线性空间的一个线性变换，试证：det(xI − Tα) 就是 α 在 F 上的极小多项式，这里 I 为恒等变换.

证明 由于 α在 F 上代数，其自然有极小多项式，设其次数为 n，因此 F (α)作为在 F 上的线性空间维数为 n，

并且基为：{1, α, α2, · · · , αn−1}，根据上述线性变换的具体方式可以得知其矩阵表示为友矩阵，友矩阵的特征多
项式就是 det(xI − Tα)，由 Cayley-Hamilton定理可知特征多项式整除极小多项式，又因为两者次数相同且首一，
故相同，因此得证.

命题 5.10 (4.2.3)

♠

设 E 是 F 的有限扩域，g(x) 是 F 上不可约多项式且 deg g(x) = k.

如果 k 不能整除 [E : F ]，求证：不存在 a ∈ E，使得 g(α) = 0.

证明 若存在 α ∈ E 使得 g(α) = 0，又 g(x) 是 F 上的不可约多项式，这也就给出了一个单扩张 F (α)/F，且

[E : F (α)] = k，由维数公式，我们有：[E : F ] = [E : F (α)][F (α) : F ]，这说明 k | [E : F ]，矛盾！

命题 5.11 (4.2.9)

♠

设 E1, E2 都是 F 的扩域且 E1 = F (α)，其中 α 是 F 上的代数元，其极小多项式为 g(x).
如果在 E2 中有元素 β 的极小多项式也是 g(x)，则必存在从 E1 到 E2 的单同态，即 E1 可以嵌入 E2.

证明 这说明两个域中的元素都可写成同样的多项式形式，容易验证满足同态，又因为是域，故是个单同态.

命题 5.12 (4.2.10)

♠

设 E 是 F 的代数扩域，L 是 F 的代数闭包.
求证：存在从 E 到 L 的单同态 ϕ, 且 ϕ(a) = a 对一切 a ∈ F 成立.

证明 设 Σ = {(Ei, ϕi) | Ei是E/F的中间域，ϕi是Ei → L的单同态，且ϕi |F= id |F }.
显然 (F, id) ∈ Σ，因此其非空.
定义其中偏序：(Ei, ϕi) ≤ (Ej , ϕj)当且仅当 Ei ⊆ Ej 且 ϕj 在 E 上的限制等于 ϕi.
容易证明 Σ是一个偏序集，若 {(Ei, ϕi)}是其中的一条链，则令E′ =

⋃
Ei，定义E′到 L的映射 ϕ : ϕ(c) =

ϕi(c)，若 c ∈ Ei.容易验证 ϕ是单同态且 ϕ在 Ei上的限制就是 ϕi，于是 (E′, ϕ)是该链的上界，由 Zorn引理知
道 Σ有极大元 (Kϕ′).现要证明K = E.

若不相等，则存在 α ∈ E 但不属于K.α也是K 上代数元，其极小多项式记为 g(x)，因为 L是 F 的代数闭

包，故在 L中存在元素 β，它在 ϕ′(K)上的极小多项式也是 g(x). 于是由上题知道存在K(α)到 L的单同态，和

K 的极大性相矛盾.
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命题 5.13

♠

将 f(x) = x3 − 2 的三个根都添加到有理数域 Q 中得到的扩域叫 f(x) 在 Q 上的分裂域。试计算这个扩域

的 Galois 群，并找出它的不动域（提示：参考姚慕生书 4.7 节例 4）

证明 虽然这只是第三周的作业，并且情况比较简单，但我们依然说这个可以直接运用总结好的判别式方法进行

计算.
计算其判别式：D(f) = −27× (−2)2 ∈ Q2 =⇒ Gf = S3.

不动域只需运用 Galois对应定理即可，即 S3 的三个二阶子群以及一个三阶循环子群.

命题 5.14

♠
试计算 Gal (F8/F2)，其中 Fq 表示 q 元有限域.（提示：第一周作业算过这家伙）

证明 其扩张次数为 3，因此其 Galois群为 Z3.

以下为 Algebra: Notes From The Underground (Aluffi) 中的练习：

Exercises 3.3, 3.4, 3.5, 3.11
Exercises 4.13, 4.14, 4.18, 4.19

命题 5.15 (3.3)

♠

Define new operations ⊕,� on Z，by setting

a⊕ b = a+ b− 1, a� b = a+ b− ab.

Prove that (Z,⊕,�) is a ring. What are 0 and 1 in this new ring?

证明

封闭性由整数环保证.
验证加法构成交换群：

交换律由整数加法的交换性保证了.
结合律：

(a⊕ b)⊕ c = (a+ b− 1)⊕ c = a+ b− 1 + c− 1 = a+ b+ c− 2.

a⊕ (b⊕ c) = a⊕ (b+ c− 1) = a+ b+ c− 1− 1 = a+ b+ c− 2.

这就说明了 (a⊕ b)⊕ c = a⊕ (b⊕ c)，即结合律成立.
加法幺元是 1.

a的加法逆元是 −a+ 2.

验证乘法构成幺半群：

结合律：

(a� b)� c = (a+ b− ab)� c = a+ b− ab+ c− c(a+ b− ab) = a+ b+ c− ab− ac− bc+ abc.

a� (b� c) = a� (b+ c− bc) = a+ b+ c− bc− a(b+ c− bc) = a+ b+ c− ab− ac− bc+ abc.

这就说明了结合律成立.
乘法幺元是 0.
左分配律：

a� (b⊕ c) = a� (b+ c− 1) = a+ b+ c− 1− a(b+ c− 1) = 2a+ b+ c− ab− ac− 1.

(a� b)⊕ (a� c) = (a+ b− ab)⊕ (a+ c− ac) = a+ b− ab+ a+ c− ac− 1 = 2a+ b+ c− ab− ac− 1.
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右分配律：

(a⊕ b)� c = (a+ b− 1)� c = a+ b− 1 + c− (a+ b− 1)c = a+ b+ 2c− ac− bc− 1.

(a� c)⊕ (b� c) = (a+ c− ac)⊕ (b+ c− bc) = a+ b+ 2c− ac− bc− 1.

这样我们就验证完毕了.

命题 5.16 (3.4)

♠

Let R = P(S) denote the set of subsets of a set S. Define two operations on R：for all A,B ⊆ S , set

A+B := (A∖B) ∪ (B ∖A)

colon,

A ·B := A ∩B.

Prove that (R,+, ·) is a ring.

证明 验证加法构成交换群：

封闭性由定义易得、交换性易得.
接下来先考察一下这里规定的加法含义，其实质上即将 A与 B 的交集去掉再并起来.
从这个角度来看其结合律就是显然的，因为不管是先将哪两个集合的交集去掉再并起来，最终结果都是一

样的.
其加法幺元是 ∅.
A的加法逆元是 A.

验证乘法构成幺半群：

结合律易得.
乘法幺元是 S.

左分配律：

A · (B + C) = A · [(B ∖ C) ∪ (C ∖B)] = [A ∩ (B ∖ C)] ∪ [A ∩ (C ∖B)]

A ·B +A · C = A ∩B +A ∩ C = (A ∩B ∖A ∩ C) ∪ (A ∩ C ∖A ∩B) = [A ∩ (B ∖ C)] ∪ [A ∩ (C ∖B)]

右分配律：

(A+B) · C = [(A∖B) ∪ (B ∖A)] · C = [(A∖B) ∪ (B ∖A)] ∩ C = [(A∖B) ∩ C] ∪ [(B ∖A) ∩ C].

A · C +B · C = (A ∩ C) + (B ∩ C) = [(A ∩ C)∖ (B ∩ C)] ∪ [(B ∩ C)∖ (A ∩ C)] = [(A∖B) ∩ C] ∪ [(B ∖A) ∩ C].

这样我们就验证完毕了.

命题 5.17 (3.5)

♠

Let R be a ring，and assume that 0 = 1 in R.
Prove that R consists of a single element.

证明

设另有元素 x ∈ R，则有

x = x · 1 = x · 0 = 0.

命题 5.18 (3.11)

♠

A ‘Boolean ring’is a ring R such that ∀a ∈ R, a2 = a.

Prove that for all a in a Boolean ring, 2a = 0.

Prove that Boolean rings are commutative, that is, ab = ba for all a, b
(Hint : Consider (a+ a)2, (a+ b)2.)
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证明

(a+ 1)2 = a2 + a+ a+ 1 = a+ 1 =⇒ 2a = 0.

(a+ b)2 = a2 + ab+ ba+ b2 = a+ b =⇒ ab+ ba = 0.

又因为 a+ a = 0，也就是说在 Boolean ring里加法逆元是自身，往等式两边加一个 ba，则有：ab = ba.

命题 5.19 (4.13)

♠

Let R be a ring.
Prove that the homomorphism σ : Z → R defined in Example 4.20 is the unique ring homomorphism Z → R.

命题 5.20 (Example 4.20)

♠

We can generalize Example 4.19: let R be any ring, and define a function σ : Z → R by setting ∀n ∈ Z,

σ(n) = n 1R.

Then this is a ring homomorphism. Indeed, σ(1) = 1R, and ∀m,n ∈ Z,

σ(m+ n) = (m+ n)1R = (m1R) + (n1R), σ(m · n) = (m · n)1R = (m1R) · (n1R).

These formulas are particularly transparent if m and n are positive.
It is not hard to verify them for arbitrary m and n. (You already did most of this when you did Exercise 3.8.)

证明 假设有其他同态 f : Z → R.
首先作为同态，其必须保持幺元一致，即 f(1) = 1R.
其次容易用归纳法证明对于所有非负整数 n，我们有 f(n) = n1R.
再对负数证明：0R = f(0) = f(1− 1) = 1R + f(−1) =⇒ f(−1) = −1R.

0R = f(0) = f(n− n) = n1R + f(−n) =⇒ f(−n) = −n(1R).
因此 f 与 σ有相同的映射规则，其就是同一个映射.

命题 5.21 (4.14)

♠

By Exercise 4.13, the objectZ is very special in the category of rings: for all objectsR there is exactly one morphism
Z → R.We say that Z is ’initial’ in the category of rings.
Figure out what it should mean for an object to be ’final’ in a category, and find out whether the category of rings
has a final object.
(Also: Does the category of sets have an initial object? A final object?)

证明 一个对象 F 被称为终对象，如果对于任意对象 X，都存在唯一的态射 X → F .
终对象 F 需要满足对于每个环 R都存在唯一的环同态 R→ F，零环（即只有零一个元素的环）是终对象.
Set的初对象是空集，终对象是单元素集.

命题 5.22 (4.18)

♠
Prove that there is a ring homomorphism from Z/mZ to Z/nZ if and only if m is a multiple of n.

证明 设映射：

ϕ : Z/mZ → Z/nZ

x+mZ 7→ x+ nZ

证明定义良定：

设 x1 +mZ = x2 +mZ，欲证：x1 + nZ = x2 + nZ.

x1 + nZ = x2 + nZ ⇐⇒ x1 − x2 ∈ nZ.
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然而我们的条件只有 x1 +mZ = x2 +mZ ⇐⇒ x1 − x2 ∈ mZ，这就给出了 n | m.
也就是题目所要求的 m is a multiple of n.
证明环同态，即要保加法、乘法：

保加法：

ϕ[(x1 +mZ) + (x2 +mZ)] = ϕ(x1 + x2 +mZ) = x1 + x2 + nZ = x1 + nZ+ x2 + nZ = ϕ(x1 +mZ) +ϕ(x2 +Z).

保乘法：

ϕ[(x1 +mZ)(x2 +mZ)] = ϕ(x1x2 +mZ) = x1x2 + nZ = (x1 + nZ)(x2 + nZ) = ϕ(x1 + nZ)ϕ(x2 + nZ).

命题 5.23 (4.19)

♠

Prove that if m and n are positive integers and are not relatively prime, then Z/mnZ is isomorphic to Z/mZ ×
Z/nZ.

证明 设映射：

ϕ : Z/mnZ → Z/mZ× Z/nZ

x+mnZ 7→ (x+mZ, x+ nZ)

检查定义良定：

设 x1 +mnZ = x2 +mnZ，欲证 (x1 +mZ, x1 + nZ) = (x2 +mZ, x2 + nZ).
即证

x1 +mZ = x2 +mZ, x1 + nZ = x2 + nZ ⇐⇒ x1 − x2 ∈ mZ, x1 − x2 ∈ nZ.

我们有 x1 +mnZ = x2 +mnZ ⇐⇒ x1 − x2 ∈ mnZ，这自然满足要求.
证满射：易得.
证单射：

x+mZ = 0Z/mZ =⇒ x ∈ mZ.

同理可得 x ∈ nZ，所以 x ∈ mnZ.
证同态：

保加法：

ϕ[(x1 +mnZ) + (x2 +mnZ)] = ϕ(x1 + x2 +mnZ)

= (x1 + x2 +mZ, x1 + x2 + nZ)

= (x1 +mZ, x1 + nZ) + (x2 +mZ, x2 + nZ)

= ϕ(x1 +mnZ) + ϕ(x2 +mnZ).

保乘法：

ϕ[(x1 +mnZ)(x2 +mnZ)] = ϕ(x1x2 +mnZ)

= (x1x2 +mZ, x1x2 + nZ)

= (x1 +mZ, x1 + nZ)(x2 +mZ, x2 + nZ)

= ϕ(x1 +mnZ)ϕ(x2 +mnZ).
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5.4 第四、五周
以下为姚慕生书中的练习：

第 3.2 节：2, 3, 4, 5, 16, 17
第 3.3 节：4, 8

命题 5.24 (3.2.2)

♠
设 U 是环 R 的理想，令 r(U) = {x ∈ R | ∀u ∈ U, xu = 0}，求证：r(U) 也是 R 的理想.

证明 t ∈ R，xu = 0 =⇒ txu = 0 =⇒ tr(U) = r(U) =⇒ r(U)也是 R的理想.

命题 5.25 (3.2.3)

♠
设 U 是环 R 的理想，令 [R : U ] = {x ∈ R | ∀r ∈ R, rx ∈ U}，求证：[R : U ] 是 R 的包含 U 的理想.

证明 首先说明 [R : U ]包含 U，也就是说取 u ∈ U，我们得证明 u ∈ [R : U ]，这等价于 ∀r ∈ R, ru ∈ U，这是显

然的，因为这就是 U 理想的定义.
还要说明 [R : U ]是 R 的理想，也就是说取 u1 ∈ [R : U ]，我们得证明 ∀r ∈ R, ru1 ∈ [R : U ]，这等价于

∀r ∈ R, ru1 ∈ U，又因为 u1 ∈ [R : U ]，即 ∀r ∈ R, ru1 ∈ U，因此得证.

命题 5.26 (3.2.4)

♠

求证：理想的乘法适合结合律，即：

(IJ)K = I(JK).

其中 I, J,K 都是环 R 的理想.

证明 任意取 c ∈ (IJ)K，则按定义有：

c =
∑

xmym, xm ∈ IJ, ym ∈ K.

由于 xm ∈ IJ，按理想的乘法定义，每个 xm 可表示为：

xm =
∑

aibi, ai ∈ I, bi ∈ J.

代入 c的表达式：

c =
∑(∑

aibi

)
ym =

∑
ai(biym).

由于 J,K 都是理想，故 biym ∈ JK，于是 c可写为：

c =
∑

aizi, zi ∈ JK.

由 I(JK)的定义，c ∈ I(JK)，因此：

(IJ)K ⊆ I(JK).

同理可得：

(IJ)K ⊇ I(JK).

因此得证.

命题 5.27 (3.2.5)

♠
求证：理想的分配律：I(J +K) = IJ + JK 成立.

证明 任取 c ∈ I(J +K)，则：

c =
∑

aixi, ai ∈ I, xi ∈ J +K.
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由于 xi ∈ J +K，按理想的定义，每个 xi 可表示为：

xi = yi + zi, yi ∈ J, zi ∈ K.

代入 c的表达式：

c =
∑

ai(yi + zi) =
∑

aiyi +
∑

aizi.

由于 aiyi ∈ IJ, aizi ∈ IK，所以：

c ∈ IJ + IK.

因此，I(J +K) ⊆ IJ + IK.

任取 c ∈ IJ + IK，则 c = c1 + c2，其中 c1 ∈ IJ, c2 ∈ IK.
由于 c1 ∈ IJ，有

c1 =
∑

aibi, ai ∈ I, bi ∈ J.

由于 c2 ∈ IK，有

c2 =
∑

ajdj , aj ∈ I, dj ∈ K.

由于 J +K 也是理想，bi, dj ∈ J +K，于是：

c =
∑

aibi +
∑

ajdj ∈ I(J +K).

因此，IJ + IK ⊆ I(J +K).
因此得证.

命题 5.28 (3.2.16)

♠设 R 是含幺交换环，求证：R 所有幂零元加上零元素组成一个理想，称为 R 的诣零根（小根）.

证明 ∀r ∈ R，(rak)m = rm · 0 = 0 =⇒ rak ∈ R的诣零根.

命题 5.29 (3.2.17)

♠

设 R 是含幺交换环，I 是其理想，Rad(I) := {a ∈ R | ∃k ∈ N, s.t.ak ∈ I}.
求证：Rad(I) 是 R 包含 I 的理想，称之为根理想. 并且 Rad(0) 就是 R 的诣零根.

证明 Rad(I)包含 I 是显然的.
说明 Rad(I)是理想：取 x ∈ Rad(I)，∀r ∈ R，∃k ∈ N, (rx)k = rkxk ∈ I =⇒ rx ∈ Rad(I).

命题 5.30 (3.3.4)

♠

1. 设 R 是交换环，R 的诣零根记为 N，求证：R/N 是一个没有幂零元的环，并举例说明对非交换环

而言幂零元全体未必组成一个理想.
2. 设 R,S 是交换环且 S 无幂零元，f 是 R→ S 的满同态，求证：R 中若有幂零元则都落在 Kerf 中.

证明

1. 设 R/N 有幂零元为 x̄，即 ∃k ∈ N, s.t. x̄k = 0̄ =⇒ xk ∈ N =⇒ xkn = 0 =⇒ x ∈ N =⇒ x̄ = 0̄.

例子：M2(R)无非平凡理想，其主对角线上都是零的非零上三角矩阵是幂零元.
2. 设 a ∈ R是幂零元，则 ∃k ∈ N, s.t. (f(a))k = f(ak) = 0，因为 S无幂零元，因此有 f(a) = 0 =⇒ a ∈ Kerf .

命题 5.31 (3.3.8)

♠
设 F 是一个数域，求证：若 m 6= n，则环 Mn(F ) 与 Mm(F ) 直接不存在满同态.

证明 若存在，设为 f，又知Mn(F )无非平凡理想，因此 Kerf = 0，因此这为同构，也可验证此为向量空间的

同构，又因为维数不同，因此矛盾！
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以下为 Algebra: Notes From The Underground (Aluffi) 中的练习：

Exercises 5.4, 5.5, 5.6, 5.12, 5.16, 5.17, 5.18

命题 5.32 (5.4)

♠

Consider the set of 2× 2 real matrices of the form(
a b

c d

)
·

(
1 0

0 0

)

that is, the set of ‘multiples’of the matrix

(
1 0

0 0

)
. Prove that this is not an ideal of M2×2(R).

证明 取 B =

(
1 0

0 0

)
∈ I 以及 C =

(
0 1

0 0

)
∈M2×2(R)的乘积 BC，可以发现此不在 I 中.

命题 5.33 (5.5)

♠

LetR be any commutative ring, and let a1, · · · , an ∈ R. Prove that the subset (a1, · · · , an) = {r1a1+· · ·+rnan |
r1, · · · , rn ∈ R} of ‘linear combinations’of a1, · · · , an is an ideal of R.

证明 任取 r ∈ R，容易验证 r(a1, · · · , an) = (a1, · · · , an).

命题 5.34 (5.6)

♠Let R,S be rings, and let I be an ideal of R and J be an ideal of S . Prove that I × J is an ideal of R× S .

证明 这是显然的.

命题 5.35 (5.12)

♠

Let
I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ · · ·

be a chain of ideals in a ring R, and let

I :=
⋃
j≥1

Ij = {r ∈ R | ∃ j, r ∈ Ij}

Prove that I is an ideal of R.

证明 这是显然的.

命题 5.36 (5.16)

♠

Let R be a nontrivial commutative ring, and assume that the only ideals of R are (0) and (1). Prove that R is a
field.

证明 任取非零元素 a ∈ R，我们需要证明 a可逆，即存在 b ∈ R使得 ab = 1.
考虑由 a生成的理想 (a)，由于 R的理想只有 (0)和 (1)，所以只能是 (a) = (1)，即 1 ∈ (a)，即存在 b ∈ R

使得 ab = 1 .
因此，每个非零元素 a都有逆元 b，又 R是交换环，所以 R是一个域.

命题 5.37 (5.17)

♠
Let R be a ring, and let I be an ideal of R. Prove that R/I is commutative if and only if ∀a, b ∈ R, ab− ba ∈ I.

证明 =⇒ : 因为 R/I 交换，因此有 (a+ I)(b+ I) = (b+ I)(a+ I) =⇒ ab+ I = ba+ I =⇒ ab− ba ∈ I.

⇐=: 反过来写即得.
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命题 5.38 (5.18)

♠

Let F be a field, and let ϕ : F → R be a ring homomorphism, where 0 6= 1 in R. Prove that ϕ is necessarily
injective.

证明 我们知道此同态可诱导出Kerϕ，又知道域无非平凡理想，因此Kerϕ = {0}或 F，也就是说 ϕ是零映射或

者单射，舍去零映射，因此是单射.
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5.5 第六周
以下为姚慕生书中的练习：

第 3.4 节：1, 2, 4, 5, 11

命题 5.39 (3.4.1)

♠

设 R 是含幺交换环，S 是 R 的一个非空不含零子集且乘法封闭，作积集 R × S，并在其上定义关系：

(r, s) ∼ (r′, s′) 当且仅当 ∃t ∈ S, s.t. t(rs′ − r′s) = 0.
1. 求证：这是一个等价关系.
2. 记 RS 是所有等价类的集合，(r, s) 的等价类记为 [r, s]，定义 [r1, s1] + [r2, s2] = [r1s2 +

r2s1, s1s2], [r1, s1][r2, s2] = [r1r2, s1s2]，求证：此运算封闭.
3. 求证：RS 在上述运算中成一环.
4. 求证：定义 R→ RS 的映射 ϕ : r 7→ [rs, s]，则 ϕ 是一个环同态，求 Kerϕ.

5. 求证：[s1, s2](s1, s2 ∈ S) 是 RS 中的可逆元.

证明

1. 对称性就是反过来，反身性显然，传递性只需分配律即可.
2. 由环的封闭性保证.
3. 容易验证.
4. 同态容易验证.Kerϕ = {r ∈ R | ∃s ∈ S, s.t. sr = 0}.
5. 永远存在 [s2, s1]与其相乘为 [1, 1].

命题 5.40 (3.4.2)

♠

在上题中，若 S 中的元素全是 R 的可逆元，求证：RS 和 R 同构.
特别的，若 R 本身是域，则 R 的分式域就是其本身.

证明 定义映射：r 7→ [r, 1]，容易验证其为环同构.
特别情况是显然的.

命题 5.41 (3.4.4)

♠
设 R = Z4，S = {1, 3}，证明 S 乘法封闭，求 RS .

证明 乘法封闭是显然的.RS = {[1, 1], [2, 1], [3, 1], [0, 1]} ∼= Z4.

命题 5.42 (3.4.5)

♠
设 R = Z6，S = {1, 2, 4}，证明 S 乘法封闭，求 RS .

证明 乘法封闭是显然的.RS = {[1, 1], [2, 1], [0, 1]}.

命题 5.43 (3.4.11)

♠

设 R 是一个不带幺元的环，作积集合 Z×R，其中元素记作：(n, r)，在其上定义加法与乘法：

(m, a) + (n, b) = (m+ n, a+ b), (m, a)(n, b) = (mn,mb+ na+ ab).

求证：此时 Z×R 是一个带幺元 (1, 0) 的环，并且作 R→ Z×R 的映射：r → (0, r) 则此为一单同态.

注此题表明任一不带幺元的环均可嵌入一个带幺元的环.
证明 验证定义是显然的.

单同态也是显然的.
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以下为 Algebra: Notes From The Underground (Aluffi) 中的练习：

Exercises 6.1, 6.3, 6.4, 6.7, 6.8, 6.9, 6.10

命题 5.44 (6.1)

♠

Let f : R → S be a homomorphism of rings, and let J be a prime ideal of S . Prove that I = f−1(J) is a prime
ideal of R.

证明 首先说明 I 是 R 的理想. 我们要说明 ∀r ∈ R, j ∈ f−1(J)，有 rj ∈ f−1(J)，这等价于 f(rj) ∈ J ⇐⇒
f(r)f(j) ∈ J，又因为 f(j) ∈ J，J 是理想，因此的确有 f(r)f(j) ∈ J .
又因为其为素理想，因此若有 f(r)f(j) ∈ J（即 rj ∈ f−1(J)），则或 f(r) ∈ J 或 f(j) ∈ J，即或 r ∈ f−1(J)

或 j ∈ f−1(J).

命题 5.45 (6.3)

♠Let I be a prime ideal of a commutative ring R. Is I × I a prime ideal of R×R?

证明 不是，考虑 R = Z, (p).

命题 5.46 (6.4)

♠

Let f : R → S be a homomorphism of rings, and let J be a maximal ideal of S . Find an example showing that
I = f−1(J) is not necessarily a maximal ideal of R. Under what additional condition on f is I necessarily a
maximal ideal?

证明 例子：f : Z → Q，即 f(n) = n，并且我们知道在 Q中极大理想是 (0)，因此其逆像自然是 {0}，这当然不
是 Z的极大理想.

额外条件是需要其同态是满射.

命题 5.47 (6.7)

♠
Prove that Z/1024Z has exactly one maximal ideal.

证明 考虑商环：Z/1024Z/2Z/1024Z ∼= Z/2Z是一个域，因此 2Z/1024Z是一个极大理想，假设有其他极大理
想，根据 1024的因数分解其只能是偶数，因此含于 2Z/1024Z，与极大理想定义矛盾，因此得证.

命题 5.48 (6.8)

♠

Let (a, b) be a point in the plane C2. Prove that the ideal (x − a, y − b) is maximal in C[x, y], and that (a, b) is a
point of the parabola y = x2 if and only if the ideal (y−x2) is contained in the ideal (x− a, y− b). Conclude that
every point (a, b) of the parabola determines a maximal ideal in the ring C[x, y]/(y − x2). (As it happens, every
maximal ideal in C[x, y]/(y − x2) arises in this way, but it is not easy to show that this is the case.)

证明 考虑商环 C[x, y]/(x− a, y − b)由于模掉了 x− a和 y − b，变量 x被替换为 a，y被替换为 b，因此，商环

中的每个多项式可唯一表示为常数，即 C[x, y]/(x− a, y − b) ∼= C.
由于 C是域，根据极大理想的性质，故 (x− a, y − b)是极大理想.
下说明点在抛物线上的等价性.

1. 必要性：若 a, b在抛物线上，即 b = a2，则多项式 y − x2 在点 ab处取值为 b − a2 = 0，因此，y − x2 ∈
(x− a, y − b) =⇒ (y − x2) ⊆ (x− a, y − b).

2. 充分性：若（y − x2 ∈ (x− a, y − b) =⇒ (y − x2) ⊆ (x− a, y − b).，则存在多项式 h1, h2 ∈ C[x, y]使得

y − x2 = h1(x, y)(x− a) + h2(x, y)(y − b).

代入 x = a, y = b，则有 b− a2 = 0，也就是点在抛物线上.
下说明抛物线上的点一一对应极大理想.
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由 y = x2，则有 C[x, y]/(y− x2) ∼= C[x]，当 (a, b)在抛物线上时，由上文可知 (y− x2) ⊆ (x− a, y− b)，并

且 (x− a, y − b)/(y − x2) ∼= (x− a)，又由于 C[x]是 PID，因此 (x− a)是极大理想.

命题 5.49 (6.9)

♠

Prove that the ideal (y + 1, x2 + 1) is maximal in R[x, y] and contains the ideal (y − x2). This ideal does not
correspond to a point with real coordinates on the parabola (y−x2). (This phenomenon is one reason why algebraic
geometry is ‘easier’over the complex numbers.)

证明 与上题类似，R[x, y]/(y + 1, x2 + 1) ∼= C，因此 (y + 1, x2 + 1)是极大理想.
y − x2 = y + 1− (x2 + 1) =⇒ (y − x2) ⊆ (y + 1, x2 + 1).

在实数范围内 x2 + 1 = 0无解，因此的确不对应任何点.

命题 5.50 (6.10)

♠
Prove that the ideal (2, x) of Z[x] is not principal. (Therefore Z[x] is not a PID.)

证明 假设其是主理想，则必有一多项式 f(x)整除 2也整除 x，再分类讨论其次数.
若其为常数多项式则为 1,−1, 2,−2，发现都矛盾.
若其为更高次多项式，整除即有次数矛盾.
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5.6 第七周
以下为姚慕生书中的练习：

第 3.5 节：1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 10
第 3.6 节：1, 3, 4, 6, 8, 9

命题 5.51 (3.5.1)

♠
分别在 Z[x],Q[x],Z11[x] 中分解：4x2 − 4x+ 8.

证明 Z[x] : 2 · 2 · (x2 − x+ 2).

Q[x] : 4x2 − 4x+ 8.

Z11[x] : (4x+ 2)(x+ 4).

命题 5.52 (3.5.2)

♠
分别在 Z7[x],Q[x] 中分解：2x2 + 4x+ 5.

证明 Z7[x] : (2x+ 1)(x+ 5).

Q[x] : 2x2 + 4x+ 5.

命题 5.53 (3.5.3)

♠
在 Z3[x] 中分解：x3 + x+ 2.

证明 (x+ 1)(x2 + 2x+ 2).

命题 5.54 (3.5.5)

♠
设 R = Z[

√
−1]，求证：若有 a2 + b2 是素数，则 R 中元素 a+ b

√
−1 是不可约元.

证明 定义范数：N(a+ b
√
−1) = a2 + b2，容易得到范数是积性函数，那么若元素可约则其范数可表示为两个非

单位元乘积，然而 a2 + b2 是素数，这说明必有一个为单位元，这就说明其不可约.

命题 5.55 (3.5.6)

♠
若 R 是 Gauss 整环，则 ab ∼ (a, b)[a, b].

证明 由于 Gauss整环是 PID，则其可以做完全分解，记 a = u
∏
pαi
i , b = v

∏
pβi

i ，则

(a, b) =
∏

p
min{αi,βi}
i , [a, b] =

∏
p
max{αi,βi}
i =⇒ (a, b)[a, b] =

∏
pαi+βi

i =⇒ ab ∼ (a, b)[a, b].

命题 5.56 (3.5.7)

♠
求证：Z[

√
−5] 适合因子链条件.

证明 定义范数：N(a+ b
√
−5) = a2 + 5b2，容易得到范数是积性函数并且 x | y =⇒ N(x) | N(y).

设 Z[
√
−5]不满足因子链条件，也就是说存在无穷序列：a1, a2, · · ·，其中每个 ai+1都是 ai的真因子，这也

说明了 N(ai+1) | N(ai)，然而这不可能无限持续下去，因为范数是整数，整数的除链到 1就结束了.

命题 5.57 (3.5.8)

♠
设 Z[

√
10] = {a+ b

√
10 | a, b ∈ Z}，求证其不是 UFD.

证明 我们现在要说明 −9有不同的分解形式，因此其不是 UFD.−9 = (−3) · 3 = (1 +
√
10)(1−

√
10).
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定义其上范数为：N(a+b
√
10) = a2−10b2，我们说明 3不可约，若其可约，则有 a+b

√
10 | 3 =⇒ a2−10b2 |

9 =⇒ a2 − 10b2 = ±3 =⇒ a2 = 10b2 ± 3，然而平方数的个位不可能是 3或 7，因此 3不可约.
并且显然 3不整除 1 +

√
10或 1−

√
10，因此其的确有两种分解方式，不满足唯一分解性.

命题 5.58 (3.5.10)

♠
求证：Z[x] 适合因子链条件.

证明 设 Z[x]不满足因子链条件，也就是说存在无穷序列：f1, f2, · · ·，其中每个 fi+1都是 fi的真因子，这也说

明了 deg fi+1 ≤ deg fi，然而这不可能无限持续下去，因为次数是大于等于零的，到零就结束了.

命题 5.59 (3.6.1)

♠
设 R 是一个 PID，若 (a)

⋂
(b) = (c)，求证：c 是 a 与 b 的最小公倍元.

证明 首先有 c ∈ (a)
⋂
(b) =⇒ c | a, c | b，设 d = pa = qb =⇒ c | d.

命题 5.60 (3.6.3)

♠
设 R 是一个 PID，p 是一不可约元，求证：R/(p) 是域，若 a 是可约元，则 R/(a) 不是整环.

证明 (p)是一个素理想，由定理2.17可知 PID的非零素理想都是极大理想，因此 R/(p)是域.
若 a是可约元，则有 a = bc，其中 b, c都不是单位元且不为零，则有 (b+(a)) · (c+(a)) = bc+(a) = 0+(a).

也就是说这个环有零因子，因此不是整环.

命题 5.61 (3.6.4)

♠设 R 是一个 PID，求证：R 的任意一个真理想都可以唯一表示为若干个不可约元素生成的理想之积.

证明 PID是 UFD，因此对其中元素 a做唯一分解 a = up1 · · · pn，其中 u是可逆元，pi 是不可约元，因此只需

要说明：

(up1 · · · pn) = (p1) · · · (pn).

而这是显然的，只需把两者定义写出来即可.
唯一性由 UFD性质保证.

命题 5.62 (3.6.6)

♠

设 δ 是整环 R 上的欧氏赋值，求证：

1. 若 n是一个固定整数，定义 R× 到非负整数的映射 ϕ : ϕ(a) = n+ δ(a)，则 ϕ也是 R 上的一个欧氏

赋值.
2. 若 n 是一个固定整数，定义 R× 到非负整数的映射 ϕ : ϕ(a) = nδ(a)，则 ϕ 也是 R 上的一个欧氏赋

值.

证明 写出定义立得.

命题 5.63 (3.6.8)

♠

设 R 是整环，δ 是 R× 到非负整数的映射且满足：对 a, b ∈ R 且 b 6= 0，总存在 q, r ∈ R 使得 a = qb + r

同时 r = 0 或者 δ(r) < δ(b).
求证：存在 R 上的一个欧氏赋值 ϕ 使得 (R,ϕ) 是一个 ED.

证明 定义 ϕ(a) = min{δ(as) | s ∈ R×}，若 b ∤ a，设 ϕ(b) = δ(bs)，由 bs ∤ as有 as = bsq+ t, δ(t) < δ(bs) = ϕ(b).

并且由 as = bsq + t可知 s | t，因此有 a = bq + r，其中 t = sr.

注意到 ϕ(r) = min{δ(rc) | c ∈ R×} ≤ δ(rs) = δ(t) < ϕ(b).
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注 笔者可以理解上述证明，就是 ED 中的定义，但姚书证明还给了这一段：“又有 ϕ(a) = min{δ(ar) | r ∈
R×}, ϕ(ab) = min{δ(abr) | r ∈ R×}，显然 ϕ(a) ≤ ϕ(ab)”

截止写这段话前笔者思考了许久也没懂这是在干什么，懂的朋友可以私信笔者.

命题 5.64 (3.6.9)

♠
求证：Z[

√
2] 是一个 ED.（提示：令 δ(m+ n

√
2) = |m2 − 2n2|）

证明 我们需要检查，对于任意 α, β ∈ Z[
√
2]（β 6= 0），是否能找到 q, r ∈ Z[

√
2]，使得：

α = qβ + r, 其中r = 0或者δ(r) < δ(β).

考虑分母有理化，因此一定有：
α

β
:= x+ y

√
2.

取最接近的整数 q1, q2 使得

q1 ≈ x, q2 ≈ y.

定义商：

q = q1 + q2
√
2 ∈ Z[

√
2].

定义余数：

r = α− qβ ∈ Z[
√
10].

检查是否满足 δ(r) < δ(β)，由于 q1, q2 是最接近的整数，因此我们有：

|x− q1| ≤
1

2
, |y − q2| ≤

1

2
.

令 ε = x− q1, η = y − q2，则有：α = β[(q1 + ε) + (q2 + η)
√
2] = β(q1 + q2

√
2) + β(ε+ η

√
2) = βq + r.

这意味着：

δ(r) = |β|2|ε2 − 2η2| ≤ |β|2|(ε2|+ |2η2|) ≤ |β|2|(1
4
+ 2× 1

4
) =

3

4
δ(β) < δ(β).

因此得证.
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5.7 第八周
以下为姚慕生书中的练习：

第 3.7 节：2, 7, 8, 11
第 3.8 节：2, 3, 4, 5, 7, 8
第 2.1 节：5, 8

命题 5.65 (3.7.2)

♠

求证：Q[x]/(x3 + 3x − 2) 是一个域，并将下列元素表示为 u 的次数小于三的多项式的形式：(2u2 + u −
3)(3u2 − 4u+ 1)、(u2 − u+ 4)−1，此处 u = x+ (f(x)).

证明 要证明Q[x]/(x3+3x− 2)是一个域，等价于说明 x3+3x− 2在Q上是不可约的，判断在Q上是否可约通
常可以采用有理根定理，即若多项式在 Q上有有理根则其形式必为正负常数项的因子除以最高次项的因子，在
这里也就是 ±2的因子 ±1,±2除以 ±1，代入即知其没有根，因此不可约.

首先直接计算可得：6u4−5u3−11u2+13u−3，其直接对 u3+3u−2做长除法，余数即为答案：−29u2+40u−13.
1

u2 − u+ 4
=

1

u3 − u2 + 4u
=

1

u3 + 3u− 2− u2 − 3u+ 4u+ 2
=

1

−u2 + u+ 2

设逆元为 p(u) = au2 + bu+ c，因此有：

(u2 − u+ 4)(au2 + bu+ c) ≡ 1 (mod x3 + 3x− 2).

展开乘积后，利用 u3 = −3u+ 2将高次项降次：

(u2 − u+ 4)(au2 + bu+ c) = au4 + bu3 + cu2 − au3 − bu2 − cu+ 4au2 + 4bu+ 4c

≡ (a− b+ c)u2 + (5a+ b− c)u+ (2b− 2a+ 4c).

令化简后的多项式等于 1，得到方程组：
a− b+ c = 0,

5a+ b− c = 0,

2b− 2a+ 4c = 1.

=⇒


a = 0

b = 1
6

c = 1
6

.

因此答案为：(u2 − u+ 4)−1 = p(u) = 1
6u+ 1

6 .

命题 5.66 (3.7.7)

♠
设 F [x] 是域 F 上多项式环，求证：F [x] 中的可逆元即为非零常数多项式.

证明 设 f(x)g(x) = 1 =⇒ deg f(x) + deg g(x) = 0 =⇒ deg f(x) = 0, deg g(x) = 0.

命题 5.67 (3.7.8)

♠

设 F [x] 是域 F 上多项式环，ϕ是 F [x] 自同构且保持 F 中元素不变，求证：存在 a, b ∈ F 且 a 6= 0，使得

ϕ(x) = ax+ b.

证明 设 ϕ(x) = g(x)，且 deg g(x) = n，考察其作用于 k次多项式 f(x)上，可知 degϕ(f(x)) = nk，但显然环

同构保持多项式次数不变，因此 n = 1.
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命题 5.68 (3.7.11)

♠

设 η 是 Z 到 Zm 的自然同态 η(a) = ā，作 Z[x] 到 Zm[x] 的映射 ϕ：

ϕ(a0 + a1x+ · · ·+ anx
n) = η(a0) + η(a1)x+ · · ·+ η(an)x

n.

求证：

1. ϕ 是环满同态.
2. kerϕ = (m)，因此 Zm[x] ∼= Z[x]/(m).
3. 若 f(x) 是 Z[x] 中 n次多项式且 ϕ(f(x)) 在 Zm[x] 中不能分解为两个次数小于 n的多项式，则 f(x)

不可约.
4. 利用 (3) 证明多项式 x3 + 17x+ 36 是有理数域上的不可约多项式.

证明

1. 容易验证.
2. 这是显然的.
3. 设其可约，则其映过去由同态依旧保持分解式，这与题目矛盾，因此不可约.
4. 首先由 Gauss引理可知：若一个多项式 f(x)在 Z[x]中不可约，则它在 Q[x]中也不可约.
又由 (3)可知，我们只需要证明其在某个 Zm[x]中不可约即可，我们取 m = 5，多项式变为 x3 + 2x + 1，

经过验证其没有根，因此不可约.

命题 5.69 (3.8.2)

♠
求证：Z[x]/(2, x2 + x+ 1) 是一个域.

证明 运用第三同构定理可得：Z[x]/(2, x2 + x+1) ∼= Z[x]/(2)/(2, x2 + x+1)/(x2 + x+1) ∼= Z2[x]/(x
2 + x+1)，

而 x2 + x+ 1在 Z2[x]中显然不可约，因此得证.

命题 5.70 (3.8.3)

♠
求证：Z[x]/(x− 7, 15) ∼= Z15.

证明 这里 x− 7不影响，因此就只是 Z[x]/(15) ∼= Z15.

命题 5.71 (3.8.4)

♠

设 R 是含幺交换环，f(x) = a0 + a1x+ · · · + anx
n ∈ R[x]，求证：f(x) 可逆的充要条件是 a0 为 R 中的

可逆元，ai 是 R 中的幂零元.

证明 ⇐=: 假设 a0 可逆且 ai 是幂零元.
将 f(x)写为：

f(x) = a0

(
1 +

n∑
i=1

a−1
0 aix

i

)
= a0(1 +N).

其中N =

n∑
i=1

cix
i, 且ci = a−1

0 ai 是幂零元（因幂零元与可逆元的乘积仍为幂零）.

由于 N 是幂零多项式，存在 k使得 Nk = 0，定义：

g(x) = a−1
0

(
1−N +N2 − · · ·+ (−1)k−1Nk−1

)
.

直接验证：

f(x)g(x) = a0(1 +N) · a−1
0 (1−N +N2 − · · · ) = 1.
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=⇒ : 假设 f(x)可逆，即存在 g(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bmx
m ∈ R[x]使得 f(x)g(x) = 1.

乘积的常数项为 a0b0 = 1，因此 a0 是 R中的可逆元，且 b0 = a−1
0 .

对任意 k ≥ 1，乘积中 xk 的系数为：
k∑
i=0

aibk−i = 0.

乘积 f(x)g(x)的最高次项为 anbmx
n+m，而结果应为 1，故：

anbm = 0. (1)

xn+m−1 项的系数为：

anbm−1 + an−1bm = 0. (2)

将式 (1)代入式 (2)，两边乘以 an，得：

a2nbm−1 + anan−1bm = 0 =⇒ a2nbm−1 = 0. (3)

继续处理 xn+m−2 项的系数：

anbm−2 + an−1bm−1 + an−2bm = 0.

将式 (3)代入，如此重复并乘以 an 的更高次幂，最终可得：

am+1
n b0 = 0.

由于 a0b0 = 1，b0 可逆，因此：

am+1
n = 0 =⇒ an 是幂零元.

已知 anx
n 是幂零元，且

f(x) = (a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1) + anx

n.

在交换环中，幂零元与可逆元之和仍可逆，因此 a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1 可逆.

对 n− 1次多项式重复上述步骤，可归纳证明 an−1, an−2, . . . , a1 均为幂零元.
因此得证.

命题 5.72 (3.8.5)

♠

设 V 是数域 F 上的 n 维行向量空间，R = F [x1, x2, · · · , xn] 是 F 上 n 元多项式环.
若 f(x1, x2, . . . , xn) 是 R 中元素，则 f 可以看成是 V 上的函数，即若 a = (a1, a2, . . . , an)，则

f(a) = f(a1, a2, . . . , an) ∈ F.

假设 S 是 V 的子集，定义

I(S) = {f ∈ R | ∀a ∈ S, f(a) = 0}.

证明：

1. I(S) 是 R 的理想；

2. 若 S ⊆ T，则 I(T ) ⊆ I(S)；

3. 若 S1, S2 是 V 的子集，则 I(S1 ∪ S2) = I(S1) ∩ I(S2).

证明

1. 这是显然的.
2. 任取 f ∈ I(T )，则对任意 a ∈ T，有 f(a) = 0。由于 S ⊆ T，对任意 a ∈ S，必然有 a ∈ T，故 f(a) = 0，

即 f ∈ I(S)，因此 I(T ) ⊆ I(S).
3. I(S1 ∪ S2) ⊆ I(S1) ∩ I(S2)：

任取 f ∈ I(S1 ∪S2)，则对任意 a ∈ S1 ∪S2，有 f(a) = 0.特别地，对任意 a ∈ S1或 a ∈ S2，均有 f(a) = 0，

故 f ∈ I(S1)且 f ∈ I(S2)，即 f ∈ I(S1) ∩ I(S2).
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I(S1) ∩ I(S2) ⊆ I(S1 ∪ S2)：

任取 f ∈ I(S1)∩ I(S2)，则 f ∈ I(S1)且 f ∈ I(S2).对任意 a ∈ S1∪S2，若 a ∈ S1，则 f(a) = 0；若 a ∈ S2，

则 f(a) = 0.因此 f ∈ I(S1 ∪ S2).
综上，I(S1 ∪ S2) = I(S1) ∩ I(S2).

命题 5.73 (3.8.7)

♠

设 F 是无限域，若 f(x1, . . . , xr) ∈ F [x1, . . . , xr]，g(x1, . . . , xr) 是另一多项式。假定 g(a1, . . . , ar) 6= 0 的

所有 (a1, . . . , ar) 都有 f(a1, . . . , ar) = 0，求证：f(x1, . . . , xr) = 0.

证明 令 h(x1, · · · , xn) := fg，由题目可知 h = 0，又因为 F [x1, x2, · · · , xr]为整环，因此 f = 0或 g = 0，然而

已经假定 g 6= 0，因此 f = 0.

命题 5.74 (3.8.8)

♠

设 R 是 UFD，f(x) ∈ R[x] 是首一多项式，F 是 R 的分式域，求证：f(x) 在 F [x] 中首项系数等于 1 的因

子必含于 R[x] 中.

证明 设 f(x) = g(x)h(x)，g, h ∈ F [x]且 g首一，设存在 r, s ∈ R，使得 rg, sh ∈ R[x]且都为本原多项式，因此

rsf 也是 R[x]中的本原多项式，故 rs是 R中的单位，即存在 u ∈ R使得 urs = 1，所以有：

g(x) = ursg(x) = us[rg(x)] ∈ R[x].

命题 5.75 (2.1.5)

♠求证：若群 G 中任一元素的逆元是它自己，则这是一个 Abel 群.

证明

群 G中任一元素的逆元是它自己⇐⇒ ∀g ∈ G, g2 = 1.

∀a, b ∈ G, ab = ba⇐⇒ b = aba⇐⇒ 1 = baba⇐⇒ 1 = (ba)2 = 1.

命题 5.76 (2.1.8)

♠给定偶数阶群 G，则必 ∃a ∈ G 且 a 6= e，使得 a−1 = a.

证明 将每个 G中的元素都与其逆元配对，若其相等则得证，因此已配对的都不相等.
因为群为偶数阶，并且配对中没有 e，因此配对完至少有一元素多余，此时即逆元等于自身.
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5.8 第九周
以下为姚慕生书中的练习：

第 2.2 节：3, 4, 5, 6
第 2.3 节：2, 4, 6, 8, 11, 12

命题 5.77 (2.2.3)

♠

给定群 G 且 K,H ≤ G,K ≤ H，若 [G : H], [H : K] 都有限，求证：[G : K] 有限，并且：

[G : K] = [G : H][H : K].

证明 做陪集分解：

G = H
⋃
a1H

⋃
a2H

⋃
· · ·
⋃
arH,H = K

⋃
b1K

⋃
b2K

⋃
· · ·
⋃
bsK

=⇒ G = (K
⋃

· · ·
⋃
bsK)

⋃
(a1K

⋃
· · ·
⋃
a1bsK)

⋃
· · ·
⋃

(arK
⋃

· · ·
⋃
arbsK) = [G : H][H : K].

命题 5.78 (2.2.4)

♠

给定群 G 且 K,H ≤ G，设 HK := {hk | h ∈ H, k ∈ K}，求证：

HK ≤ G⇐⇒ HK = KH.

证明 ⇐=: 只需证明 h1k1(h2k2)
−1 ∈ HK.

h1k1(h2k2)
−1 = h1k1k

−1
2 h−1

2 ∈ HK.

这是因为 k1k
−1
2 h−1

2 ∈ KH = HK.

=⇒ : (hk)−1 = k−1h−1 ∈ KH =⇒ HK ⊆ KH

(kh)−1 = h−1k−1 ∈ HK =⇒ KH ⊆ HK
=⇒ HK = KH.

命题 5.79 (2.2.5)

♠

给定群 G 且有限群 K,H ≤ G，求证：

|HK| = |H||K|
|H
⋂
K|

.

证明 做陪集分解：

HK = h1K
⋃
h2K

⋃
· · ·
⋃
hmK.

H = h1(H
⋂
K)
⋃
h2(H

⋂
K)
⋃

· · ·
⋃
hm(H

⋂
K).

我们断言上述成立，是因为：

∀h, h′ ∈ H,hK = h′K ⇐⇒ h−1h′ ∈ K ⇐⇒ h−1h′ ∈ H
⋂
K ⇐⇒ h(H

⋂
K) = h′(H

⋂
K).

这就给出了
|HK|
|K|

=
|H|

|H
⋂
K|

=⇒ |HK| = |H||K|
|H
⋂
K|

.

命题 5.80 (2.2.6)

♠
给定群 G 且 K,H ≤ G，此时 [G : H], [G : K] 都有限，求证：[G : H

⋂
K] 有限.

证明 [G : H
⋂
K] = [G : H][H : H

⋂
K] = [G : H][HK : K] ≤ [G : H][G : K].

其中第二个等号来自上一题的证明过程，注意 HK 不一定是群，因此这里指数只是表示陪集个数.
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命题 5.81 (2.3.2)

♠我们知道 Abel 群的子群都是正规子群，请问其逆命题是否成立，若不成立请举反例.

证明 反例：Hamilton四元数群.

命题 5.82 (2.3.4)

♠

给定群 G 且 N,H / G，此时 N
⋂
H = {e}，求证：

∀x ∈ N, y ∈ H,xy = yx.

证明 x(yx−1y−1) ∈ N

(xyx−1)y−1 ∈ H
=⇒ xyx−1y−1 ∈ N

⋂
H = {e} =⇒ xy = yx.

命题 5.83 (2.3.6)

♠
给定群 G 且 G/Z(G) 是循环群，求证：G 是 Abel 群.

证明 设 G/Z(G) =< a >，则有同构：

ϕ : G/Z(G) → G

xZ(G) := am 7→ xϕ(x)ϕ(y) = am · an = ϕ(xy)

ϕ(y)ϕ(x) = an · am = ϕ(yx)
=⇒ ϕ(xy) = ϕ(yx) =⇒ xy = yx.

满射显然，这里 Kerϕ = Z(G)，因此由第一同构定理即得证.
其中最后一步是因为 x, y都不在中心里面，若在中心里面即得证.

命题 5.84 (2.3.8)

♠
给定群 G 且 N / G，此时 N

⋂
[G,G] = {e}，求证：N ⊆ Z(G).

证明 ∀x,∈ N, gxg−1x−1 ∈ N
⋂
[G,G] = {e} =⇒ gxg−1x−1 = e =⇒ gx = xg =⇒ N ⊆ Z(G).

命题 5.85 (2.3.11)

♠

给定 120 阶群 G，H ≤ G 且 |H| = 24，若有 G 中不属于 H 的元素 g 使得 gH = Hg，求证：

H / G.

证明 考虑H在G中的正规化子N(H)，由于有G中不属于H的元素 g使得 gH = Hg，因此必有 |N(H)| > |H|，
由 Lagrange定理可得，此时必有 |N(H)| | |G|，大于 24还整除 120的只有 120，故 N(H) = G =⇒ H / G.

命题 5.86 (2.3.12)

♠设 G 是非零复数乘法群，求证：G 没有指数有限的真子群.

证明 反证：设 [G : K] = |G/K| = n，则有 ∀g ∈ G, (gK)n = eK =⇒ gn ∈ K，又 g = (g
1
n )n ∈ K =⇒ G = K，

矛盾！
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5.9 第十周
以下为姚慕生书中的练习：

第 2.4 节：6, 8
第 2.7 节：2, 3, 4, 5, 6, 9

命题 5.87 (2.4.6)

♠

Dn =< r, s | s2 = e, rn = e, rsr = s >

= {e, r, r2, · · · , rn−2, s, sr, sr2, · · · , srn−1}.

求证：

1. N = {1, r, r2, · · · , rn−1} 是 Dn 的正规子群.
2. Dn/N ∼= Z2.

证明

1.
rmrkr−m = rk ∈ N, srmrkr−ms−1 = r−k ∈ N.

方法二：

[Dn : N ] = 2 =⇒ N / Dn.

2.
|Dn/N | = 2 =⇒ Dn/N ∼= Z2.

方法二：

ϕ : Dn → Z2

sirm 7→ i

满射显然，Kerϕ = N，由第一同构定理即得证.

命题 5.88 (2.4.8)

♠
求证：N 是群 G 的极大正规子群 ⇐⇒ G/N 为单群.

证明 构造映射：

ϕ : G→ G/N

g 7→ gN

我们知道 Kerϕ = N，此时运用对应定理3.6.
=⇒ : 因为 N 是群 G的极大正规子群，因此右侧的正规子群只有 eN,G/N 了.
⇐=: G/N 为单群说明 G/N 的正规子群只有 eN,G/N，对应到左侧即为 e,N，这就说明了结论.

命题 5.89 (2.7.2)

♠

给定有限群G，有子群H ≤ G且 [G : H] = n，求证：此时H 必含有G的一个正规子群K 且 [G : K] | n!，
特别的，若 |G| ∤ n!，则 G 含有一个非平凡的正规子群.

证明 设 X = G/H，构造群作用：

µ : G×X → X

(g, xH) 7→ gxH
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我们知道每个群作用会自然的诱导出一个群同态3.1：

ϕ : G→ S(X)

g 7→ µg(x)

设K = Kerϕ，则显然有K / G.

g ∈ K ⇐⇒ gH = H =⇒ g ∈ H =⇒ K ⊆ H.

并且我们知道由第一同构定理可得 G/K ∼= Imϕ ≤ S(X)，再由 Lagrange 定理可得 [G : K] = |G/K| =

|Imϕ| | |S(X)| = n!.

若 |G| ∤ n!，且我们有 [G : K] | n!，这就说明了 [G : K] 6= |G| =⇒ K 6= {e}，并且我们知道 H 是 G的真子

群，因此K 也不会是 G，这就说明了K 是一个非平凡正规子群.

命题 5.90 (2.7.3)

♠

给定有限群 G，令 O1, O2, · · · , Ok 表示 G 中共轭类全体，xi 是 Oi 的代表元，Ci 是 xi 在 G 中的中心化

子，再设 ni = |Ci|，求证：
1

n1
+

1

n2
+ · · ·+ 1

nk
= 1.

证明 在有限群 G中，共轭关系定义如下：对于 g, h ∈ G，若存在 x ∈ G使得

h = xgx−1,

则称 g和 h共轭.
共轭是一个等价关系，因此它将 G划分成互不相交的等价类，即共轭类。

设这些共轭类为 O1, O2, . . . , Ok，由于共轭类形成了 G的一个划分，所以它们的大小之和等于 G的阶：

k∑
i=1

|Oi| = |G|.

每个共轭类 Oi 可以表示为：

Oi = {xi, gxig−1, g2xig
−1
2 , . . . }

其中 xi 是 Oi 的代表元。我们知道共轭类的大小可以通过中心化子 CG(xi)计算：

|Oi| =
|G|

|CG(xi)|
.

这里，CG(xi)是 xi 在 G中的中心化子：

CG(xi) = {g ∈ G | gxi = xig}.

由于定义 ni = |CG(xi)|，所以我们可以写成：

|Oi| =
|G|
ni
.

将共轭类大小的表达式代入总和公式：
k∑
i=1

|Oi| = |G|.

代入 |Oi| = |G|
ni
，得到：

k∑
i=1

|G|
ni

= |G|.

两边同除以 |G|，我们得到：
k∑
i=1

1

ni
= 1.
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命题 5.91 (2.7.4)

♠

设 G 是 p 群且 |G| = pn，p 为素数，求证：

1. 若 N / G 且 N 6= {e}，则 N
⋂
Z(G) 6= {e}.

2. 若 H 是 G 的真子群，则 H 真包含于 NG(H) 中.
3. 若 |H| = pn−1，则 H / G.

证明

1. 考虑 G在 N 上的共轭作用，由类方程：

|N | = |N ∩ Z(G)|+
∑

[G : CG(x)].

其中 x取遍 N \ Z(G)的代表元.因 N / G，每个轨道大小 [G : CG(x)]均为 p的幂次.若 N ∩ Z(G) = {e}，
则：

|N | = 1 +
∑

pki (ki ≥ 1).

导致 |N | ≡ 1 (mod p)，与 |N | = pm ≡ 0 (mod p)矛盾.故必有 N ∩ Z(G) 6= {e}.
2. 对 n用归纳法，n = 1时显然得证，设小于 n时成立，下证等于 n时：

设 H 包含 Z(G)，作 G/Z(G)，由归纳假设则存在 x /∈ H，使得 xHx−1 = H，显然 x /∈ H =⇒ Z(G) ⊆
xHx−1，由子群对应定理即有 xHx−1 = H，这表明 x ∈ NG(H)，因此有：H 真包含于 NG(H)中.
若 H 不包含 Z(G)，则显然成立.

3. 由 (2)得，H 真包含于 NG(H)，由阶数可说明 NG(H) = G，因此得证.

命题 5.92 (2.7.5)

♠
给定有限群 G，p 是能整除 |G| 的最小素数，求证：若 H ≤ G 且 [G : H] = p，则 H / G.

证明 显然 |G| ∤ p!，由题目5.89可得 H 含有 G的一个正规子群 K 6= {e}，由 [G : K] | p!而 p是 |G|的最小素因
子可得 H = K.

命题 5.93 (2.7.6)

♠设 H 是有限群 G 的真子群，求证：G 中至少有一个元不属于 H 的任一共轭子群.

证明

1. 共轭子群的数量：设H 的正规化子为 NG(H) = {g ∈ G | gHg−1 = H}，根据拉格朗日定理，H 的共轭子
群数量为：

[G : NG(H)] =
|G|

|NG(H)|

2. 并集的大小估计：每个共轭子群的阶为 |H|。假设它们的并集最多包含：[G : NG(H)] · (|H| − 1) + 1个元

素.这是因为单位元 e属于所有共轭子群，而其他元素可能不重复.
3. 比较并集与群阶数：我们需要证明：

[G : NG(H)] · (|H| − 1) + 1 < |G|

如果成立，则说明存在元素不属于任何共轭子群。

4. 代入估计并化简：由于 |NG(H)| ≥ |H|，我们有：

[G : NG(H)] ≤ |G|
|H|

代入不等式左边得：
|G|
|H|

· (|H| − 1) + 1 = |G|
(
1− 1

|H|

)
+ 1
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进一步化简为：

|G| − |G|
|H|

+ 1 < |G|

因为 |H| < |G|，故 |G|
|H| > 1，不等式得证.

命题 5.94 (2.7.9)

♠
若 |[G,G]| = m，求证：G 中任一元至多有 m 个共轭元.

证明 若 b与 a共轭，则 b = gag−1 = (gag−1a−1)a ∈ [G,G]a.

也就是说共轭类元素个数小于等于 |[G,G]| = m.
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5.10 第十一周
以下为姚慕生书中的练习：

第 2.8 节：2, 3, 6, 7, 8, 11, 12
第 2.6 节：2, 4, 7, 8, 11

命题 5.95 (2.8.2)

♠证明：63 阶群不是单群.

证明 63 = 32 · 7.
n7 | 9, n7 ≡ 1 (mod 7) =⇒ n7 = 1.

命题 5.96 (2.8.3)

♠证明：148 阶群不是单群.

证明 148 = 22 · 37.
n37 | 4, n37 ≡ 1 (mod 37) =⇒ n37 = 1.

命题 5.97 (2.8.6)

♠求证：p2q 阶群必含有一个正规的 Sylow 子群，此处 p, q 是不相同的奇素数.

证明

np | q, np ≡ 1 (mod p).

若 q < p，则立有 np = 1.

若 q > p，考察 q−Sylow子群：
nq | p2, nq ≡ 1 (mod q).

此时 nq = 1, p, p2，因为 q > p，因此 n1 6= p，否则与 nq ≡ 1 (mod q)矛盾.
再考虑 nq = p2，此时即有 p2 ≡ 1 (mod q) ⇐⇒ p2 − 1 ≡ 0 (mod q) ⇐⇒ q | p2 − 1 ⇐⇒ q | (p− 1)(p+ 1).

由于 q > p，因此 q ∤ p− 1，这就说明了：

q | p+ 1 =⇒ p+ 1 = nq > np =⇒ (n− 1)p < 1 =⇒ n = 1 =⇒ q = p+ 1

又因为 q是奇数故矛盾，于是此时 nq = 1，因此得证.
注奇素数可改为素数，只需讨论 p = 2, q = 3 的情况.

命题 5.98 (2.8.7)

♠证明：200 阶群含有一个正规的 Sylow 子群.

证明 200 = 23 · 52.
n5 | 8, n5 ≡ 1 (mod 5) =⇒ n5 = 1.

命题 5.99 (2.8.8)

♠
证明：231 阶群 G 的 11−Sylow 子群含于 Z(G).

证明 231 = 3 · 7 · 11.
n11 | 21, n11 ≡ 1 (mod 11) =⇒ n11 = 1.
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n7 | 33, n7 ≡ 1 (mod 7) =⇒ n7 = 1.

11−Sylow子群为 Z11，7−Sylow子群为 Z7，

命题 5.100 (2.8.11)

♠证明：72 阶群不是单群.

证明 72 = 23 · 32.
n3 | 8, n3 ≡ 1 (mod 3) =⇒ n3 = 1, 4.

n2 | 9, n2 ≡ 1 (mod 2) =⇒ n2 = 1, 3, 9.

命题 5.101 (2.8.12)

♠
给定有限群 G，求证：|G/Z(G)| 6= 77.

证明 由接下来要证明的定理5.1可知 77阶群是循环群，因此有一元周期为 77，并且在题目5.83中已证过若G/Z(G)

是循环群，则 G必是交换群，这与 77阶群是循环群因此是交换群矛盾！因此得证.

命题 5.102 (2.6.2)

♠

将下列置换写成不相交循环之积：

1. (123)(45)(16789)(15)

2. (12)(123)(12)

证明

1. (123678954).

2. (132)

命题 5.103 (2.6.4)

♠
设 x = (12)(34), y = (56)(13)，求 α，使得 α−1xα = y.

证明 (α(5)α(6))(α(1)α(3)) = (12)(34) =⇒



α(5) = 1

α(6) = 2

α(1) = 3

α(3) = 4

=⇒ α = (5134)(26).

这里再额外定义 α(4) = 5, α(2) = 6.

命题 5.104 (2.6.7)

♠

判断下列置换的奇偶性：

1. (123)(12)

2. (12345)(123)(45)

3. (12)(13)(14)(25)

证明

1. 奇.
2. 奇.
3. 偶.
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命题 5.105 (2.6.8)

♠
给定素数 p，求证：Sp 中恰含有 (p− 1)! 个 p 阶元.

证明 就是排列组合 p个不同位置有几种方法，在这里还要除以 p，因为循环着写是等价的，因此是 (p− 1)!

命题 5.106 (2.6.11)

♠求证：A4 中没有 6 阶子群.

证明 反证，若有 6阶子群，则其指数为 2，则必为 A4 的正规子群，而正规子群必须由若干个完整的共轭类组

成，A4 的共轭类包括：

1. {e}.
2. {(12)(34), (13)(24), (14)(23)}.
3. {(123), (124), (134), (142)}, {(132), (143), (142), (124)}.
计算其个数即可发现矛盾.
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5.11 第十二周
以下为姚慕生书中的练习：

第 2.5 节：2, 3, 9, 10
第 2.9 节：4, 6, 7, 8, 10
第 2.10 节：3, 5

命题 5.107 (2.5.2)

♠
求证：(Q,+) 的任一有限生成子群必是循环群.

证明 设子群 G可由有理数 q1/p, q2/p, · · · , qn/p生成（其分母不妨设为一样，因为通分后是一样的），令 d是所

有分子的最大公约数，则 d/p就是这个群的生成元.

命题 5.108 (2.5.3)

♠

设G是交换群，且 |G| = pn，p是素数，求证：G是循环群的充要条件是对于G的任意两个子群H,K 总

有 H ⊆ K 或 K ⊆ H .

证明 设G是循环群，则其各子群由阶数即可分类，这是因为拉格朗日定理及其阶数为素数，则此时任意两子群

阶数必是 p的幂次，即 H ⊆ K 或K ⊆ H .
设对于G的任意两个子群H,K 总有H ⊆ K 或K ⊆ H，假设此时有Hm为 pm阶群，设 g ∈ G但 g /∈ Hm，

作 < g >,则或 < g >⊆ Hm 或 < g >= G，然而 g /∈ Hm，因此 < g >= G.

命题 5.109 (2.5.9)

♠求证：任何有限循环群到无限循环群的同态只能是平凡同态.（即将所有元映为幺元）

证明 设此同态为 σ : Zn → Z，且 σ(1) = m，则 σ(0) = σ(n) = nm =⇒ m = 0 =⇒ σ = 0.

命题 5.110 (2.5.10)

♠
令 G := Q/Z，求证：∀n ∈ N∗，G 有唯一一个阶为 n 的循环子群.

证明 存在性显然：H =< 1/n >，现设< q/p >是另一个阶为 n的循环群，其中 q, p为互素的自然数，且 p < q，

由于阶为 n，因此有 p | nq =⇒ p | n，若 p < n，则此群阶为 p，那只可能是 p = n，此时等价于H =< 1/n >.

命题 5.111 (2.9.4)

♠

举例说明：若G = G1G2G3，其中Gi 都是G的正规子群且Gi
⋂
Gj = {e}，但G可能不是G1, G2, G3 的

直积.

证明 G = Z2 ⊕ Z2, G1 =< (1, 0) >,G2 =< (0, 1) >,G3 =< (1, 1) >.

命题 5.112 (2.9.6)

♠
证明 p2 群只有两种：Zp2 或 Zp ⊕ Zp.

证明 设 Z(G)为 G的中心，由于 G是 p-群，根据定理，Z(G)非平凡，故 |Z(G)| ∈ {p, p2}.
若 |Z(G)| = p2，此时 Z(G) = G，故 G是 Abel群.
若 |Z(G)| = p，商群 G/Z(G) 的阶为 p，因此是循环群. 设 G/Z(G) = 〈aZ(G)〉，则任意 g ∈ G 可表示为

g = akz，其中 z ∈ Z(G).
由于 Z(G)是中心，akz与 amw交换 (z, w ∈ Z(G))，故 G是 Abel群，与 |Z(G)| = p矛盾.
综上，G必为 Abel群.
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根据有限 Abel群结构定理，G可分解为素幂阶循环群的直积.
对 |G| = p2，可能的分解为：

1. Zp2（存在一个 p2 阶元素），若存在元素 a ∈ G满足 |a| = p2，则 G = 〈a〉 ∼= Zp2 .
2. Zp ⊕ Zp（若不存在 p2 阶元素，则所有非单位元阶为 p），取两个独立元素 a, b ∈ G，则：

G = 〈a〉 ⊕ 〈b〉 ∼= Zp ⊕ Zp

非同构性：Zp2 中存在 p2 阶元素，而 Zp ⊕ Zp 中所有非零元素阶为 p，故二者不同构.

命题 5.113 (2.9.7)

♠
设 G = Zp ⊕ Zp，问 Aut(G) 的阶是多少.

证明 可将 G视为 Fp 上的二维向量空间，因此此时 Aut(G) = GL(2,Fp) = (p2 − 1)(p2 − p).

这是因为第一列选择任意非零向量，共有 p2 − 1种选择.
第二列的选择：必须与第一列线性无关.第一列张成的子空间有 p个向量，因此第二列有 p2 − p种选择.

命题 5.114 (2.9.8)

♠

设 G 是有限群，Ni 是 G 的正规子群，且 G = N1N2 · · ·Nn，又 |G| = |N1||N2| . . . |Nn|.
证明：G 是 Ni 的直积.

证明 定义映射：

φ : N1 ×N2 × · · · ×Nn → G, φ(n1, n2, . . . , nn) = n1n2 · · ·nn.

φ是满射，因为 G = N1N2 · · ·Nn.
kerφ由满足 n1n2 · · ·nn = e的元组构成.
由第一同构定理：

|N1 ×N2 × · · · ×Nn|
/
| kerφ| = |G|.

根据题设 |G| = |N1| · |N2| · · · |Nn|，得：

| kerφ| = 1 =⇒ kerφ = {(e, e, . . . , e)}.

因此，若 n1n2 · · ·nn = e，则每个 ni = e.
对任意 i，考虑 Ni 与其他子群乘积的交：

Ni ∩ (N1 · · ·Ni−1Ni+1 · · ·Nn) = {e}.

若存在 ni 6= e属于交，则存在非平凡元组使乘积为 e，矛盾.
φ是单射且满射，故 G ∼= N1 ×N2 × · · · ×Nn，即 G是直积.

命题 5.115 (2.9.10)

♠若 G 是有限群且每个元的周期都不超过 2，求证：G 是 Abel 群且同构于有限个 2 阶循环群直积.

证明 对任意 a, b ∈ G，由条件 a2 = b2 = e，知 a = a−1 且 b = b−1，计算乘积 ab：

(ab)−1 = b−1a−1 = ba,

但 (ab)2 = e说明 (ab)−1 = ab，故 ab = ba，即 G为 Abel群.
根据有限 Abel群结构定理，G可分解为素幂阶循环群的直积.由于每个元素阶为 2，分解形式为：

G ∼= Z/2Z⊕ Z/2Z⊕ · · · ⊕ Z/2Z.

设 G的秩为 n，则 |G| = 2n，且每个生成元对应一个直积因子 Z/2Z.
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命题 5.116 (2.10.3)

♠
若 |G| = 35，求证：G 必是循环群.

我们在此证明一个结论更强的定理：

定理 5.1

♥
若 |G| = pq，p, q 为素数且 p > q, q ∤ p− 1，则 G 为循环群.

证明 考察其 p−Sylow子群和 q−Sylow子群阶数，由 Sylow第三定理则有：np ≡ 1 (mod p)且np | q

nq ≡ 1 (mod q)且nq | p
.

若 np = q，由于 p > q，因此 np ≡ q (mod p)，矛盾！

若 nq = p，则 nq ≡ 1 (mod p) ⇐⇒ q | (p− 1)，与题设矛盾！

因此 G的 p−Sylow子群和 q−Sylow子群都只有一个，因此均正规，并且根据 Lagrange定理可知其交集也
只有 {e}，故有：

G ∼= Sylp × Sylq
∼= Zp × Zq ∼= Zpq.

证明 直接套用上述定理即可.

命题 5.117 (2.10.5)

♠
设 G =< a > × < b >，其中 |a| = 8, |b| = 4，令 c = ab, d = a4b，求证：G =< c > × < d > .

证明 c = ab的阶为 8：

(ab)k = e ⇐⇒ ak = e且bk = e =⇒ k = lcm(8, 4) = 8.

d = a4b的阶为 4：

(a4b)m = e ⇐⇒ a4m = e且bm = e =⇒ m = lcm(2, 4) = 4.

对任意 aibj ∈ G，需解方程组： k + 4m ≡ i (mod 8),

k +m ≡ j (mod 4).

解得m ≡ 3(i− j) (mod 8)，k ≡ −3i+ 4j (mod 4)，故存在解 k,m，即 G ⊆ 〈c〉〈d〉.
若 ckdm = e，则： k + 4m ≡ 0 (mod 8),

k +m ≡ 0 (mod 4).

唯一解为 k = 0, m = 0，故 〈c〉 ∩ 〈d〉 = {e}，且表示唯一.
综上，G = 〈c〉 × 〈d〉.
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5.12 第十三周
以下为姚慕生书中的练习：

第 2.10 节：7, 10
第 2.11 节：6, 10
第 4.4 节：2, 3, 4, 6, 7, 10

命题 5.118 (2.10.7)

♠

证明：在有限 Abel 群中，元素的最大周期等于不变因子中的最大值且该群中任一元素的周期都是最大周

期的因子.

证明 设有限 Abel群 G的不变因子分解为：

G ∼= Zd1 × Zd2 × · · · × Zdk , d1 | d2 | · · · | dk.

取元素 g = (1, 1, . . . , 1)，其分量的周期依次为 d1, d2, . . . , dk。由于 d1 | d2 | · · · | dk，故：

ord(g) = lcm(d1, d2, . . . , dk) = dk.

任取元素 h = (a1, a2, . . . , ak)，其分量的周期为 ti | di.因 di | dk，故：

lcm(t1, t2, . . . , tk) | dk.

命题 5.119 (2.10.10)

♠

设 G 是一个 Abel 群，G 中周期有限的元素称为挠元素，周期无限的元素称为无挠元素. 证明：G 中挠元

素全体组成 G 的一个子群且 G 关于这个子群的商群必是无挠 Abel 群（注：G 的挠元素组成的子群称为

G 的挠子群）.

证明 T 是子群：

1. 非空性：0 ∈ T。

2. 闭包性：对 a, b ∈ T，存在m,n ∈ N+ 使得m · a = 0，n · b = 0。取 k = lcm(m,n)，则：

k · (a+ b) = k · a+ k · b = 0 + 0 = 0 =⇒ a+ b ∈ T.

3. 逆元：对 a ∈ T，存在m ∈ N+使得m · a = 0，则：

m · (−a) = −(m · a) = 0 =⇒ −a ∈ T.

G/T 无挠：

假设存在非零元 g + T ∈ G/T 满足 k · (g + T ) = T（k ∈ N+），则：

k · g ∈ T =⇒ ∃m ∈ N+, m · (k · g) = 0 =⇒ (mk) · g = 0 =⇒ g ∈ T,矛盾.

故 G/T 中无非零有限阶元.

命题 5.120 (2.11.6)

♠求证：二面体群 Dn 是可解群.

证明 有正规群列 {e} / {e, r, r2, · · · , rn−1} / Dn.

命题 5.121 (2.11.10)

♠设 p, q 是不同的素数，求证：p2q 阶群必是可解群.

证明 由题目5.97可得，必有一个正规 Sylow子群.
设 Sylow p-子群 P ⊴ G，则：
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1. P 是 Abel群：|P | = p2，故 P 是 Zp2 或 Zp ⊕ Zp，两者均为 Abel群.
2. 商群 G/P 是 Abel群：|G/P | = q，素数阶群必为循环群，因此是 Abel群.
3. 可解性：构造正规列 1 / P / G，其商因子 P ∼= P/{1}和 G/P 均为 Abel群，故 G可解.
设 Sylow q-子群 Q ⊴ G，则：

1. Q是 Abel群：|Q| = q，素数阶群必为循环群，因此是 Abel群.
2. 商群 G/Q是 Abel群：|G/Q| = p2，p2 阶群 Zp2 或 Zp ⊕ Zp，两者均为 Abel群.
3. 可解性：构造正规列 1 / Q / G，其商因子 Q ∼= Q/{1}和 G/Q均为 Abel群，故 G可解.
因此 p2q阶群必是可解群.

命题 5.122 (4.4.2)

♠
求 Q 上多项式 f(x) = x4 + 2 的分裂域.

证明 Q( 4
√
2ε, i)，其中 ε是 −1的四次本原根.

命题 5.123 (4.4.3)

♠
求 Q 上多项式 f(x) = (x2 − 2)(x3 − 3) 的分裂域.

证明 Q(
√
2, 3

√
3, ω)，其中 ω为 1的三次本原根.

命题 5.124 (4.4.4)

♠
求多项式 f(x) = x3 − 2 在 R 上的分裂域.

证明 即为 C.

命题 5.125 (4.4.6)

♠
若 [E : F ] = 2，则 E 是 F 上的分裂域.

证明 设 E = F (α)，可知 α 极小多项式为 g(x) = x2 + ax + b = (x − α)(x − β) =⇒ β = −a − α，又因为

a, α ∈ E =⇒ β ∈ E.

命题 5.126 (4.4.7)

♠

设 f(x) = x4 − 2x3 +7x2 − 6x+12 是有理数域上多项式且已知
√
−3 和 1+

√
−3 是其根，证明：Q(

√
−3)

是 f(x) 的分裂域. 又问：是否存在 Q(
√
−3) 的自同构 σ 适合 σ(

√
−3) = 1 +

√
−3?

证明 令 ω =
√
−3，经过验证可知多项式所有根为 ω, 1 + ω, 1− ω,−ω，那么显然 Q(

√
−3)就是其分裂域.

假设存在，则有：

σ(ω2) = σ(ω)2 =⇒ σ(−3) = (1 + ω)2 = −2 + 2ω.

然而这与 σ(−3) = −3矛盾，因此不存在.

命题 5.127 (4.4.10)

♠
当有理数 a, b 满足什么条件时，多项式 f(x) = x3 + ax+ b 在 Q 上的分裂域在 Q 上的维数等于 3.

证明 根据 Galois理论可以得知，其等价于 Gf = A3，也就是说其判别式 D(f) = −4a3 − 27b2 ∈ Q2.

当然前提是这是一个在 Q上不可约的多项式.
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5.13 第十四周
以下为姚慕生书中的练习：

第 4.5 节：1, 2, 3, 4（此题有笔误，最后一句“从 E 到 F 的单同态”应该是“从 E 到 L 的单同态”）, 5, 6, 7
第 4.6 节：1, 2, 4, 5, 9

命题 5.128 (4.5.1)

♠
设 E/F 是可分扩张，K 是中间域，求证：K/F，E/K 是可分扩张.

证明 对任意 α ∈ K ⊆ E，因 E/F 可分，α在 F 上的极小多项式 fα(x) ∈ F [x]无重根，故 K 中所有元素均在

F 上可分，因此K/F 是可分扩张.
对任意 β ∈ E，设 gβ(x) ∈ K[x] 为 β 在 K 上的极小多项式. 由于 E/F 可分，β 在 F 上的极小多项式

fβ(x) ∈ F [x]无重根，且 gβ(x) | fβ(x)（因 F ⊆ K）,则显然 gβ(x)在K 中无重根.因此，β 在K 上可分，从而

E/K 是可分扩张.

命题 5.129 (4.5.2)

♠

设 F (α) 是 F 的单代数扩域，且 [F (α) : F ] = n, 又 α 在 F 上的极小多项式为 g(x), g(x) 的分裂域为 E, 记

σ 为 F 到 E 内的包含同态，如果 α不是 F 上可分元，求证：σ 可扩张为 F (α) → E 内的单同态个数必小

于 n.

证明 根据正文同构延拓定理，此时有重根，因此小于.

命题 5.130 (4.5.3)

♠
设 α 是域 F 上的可分元，则 F (α) 是 F 的可分扩张.

证明

1. 需证对任意 β ∈ F (α)，β 在 F 上的极小多项式可分.
2. 对任意 β ∈ F (α)，有域链：

F ⊆ F (β) ⊆ F (α).

我们有：

[F (α) : F ] = [F (α) : F (β)] · [F (β) : F ].

3. 极小多项式分解：
设 β 的极小多项式为 g1(x) ∈ F [x]，不同根数为m，则 [F (β) : F ] = m.
设 α在 F (β)上的极小多项式为 g2(x) ∈ F (β)[x]，因 α在 F (β)上仍可分，g2(x)不同根数为 n，且

[F (α) : F (β)] = n.
4. 嵌入数目与次数：

由 α可分，F ↪→ L的嵌入扩张到 F (α)的数目为 s = [F (α) : F ]。

每个 F ↪→ L嵌入扩张到 F (β)的数目为m，再扩张到 F (α)的数目为 n，故总嵌入数 s = m · n.
结合塔定理：s = m · n = [F (α) : F ] = deg(g).

5. 反证法：若 g1(x)有重根，则m < deg(g1)，导致 s = m · n < deg(g1) · n，矛盾，故 g1(x)无重根，β可分.
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命题 5.131 (4.5.4)

♠

设 α 是域 F 上的可分元，β 是 F (α) 上的可分元，E = F (α, β), L 是 F 的代数闭包，则 F 到 L 的包含同

态可以扩张为 [E : F ] 个从 E 到 L 的单同态.

证明

1. 因 α在 F 上可分，则由上题可知 F (α)/F 是可分扩张，次数记为 [F (α) : F ] = n.
因 β 在 F (α)上可分，E = F (α, β)/F (α)是可分扩张，次数记为 [E : F (α)] = m.

2.
[E : F ] = [E : F (α)] · [F (α) : F ] = m · n.

3. 嵌入数的乘积：
从 F ↪→ L扩张到 F (α)的单同态数目为 n（由可分性保证）.
对每个 F (α) ↪→ L的同态 τi，因 β 在 τi(F (α))上仍可分，可进一步扩张到 E 的单同态数目为m.
总单同态数目为 n ·m = [E : F ].

4. 由可分扩张的嵌入数等于扩张次数，命题得证.

命题 5.132 (4.6.1)

♠
设 F 是特征为 p 的域，α 是 F 上多项式 f(x) = xp − x− c 的根，求证：F (α) 是 F 的正规扩张.

证明 若 α是 f(x)的根，则对任意 k ∈ Fp（即 k = 0, 1, . . . , p− 1），有：

(α+ k)p − (α+ k)− c = αp + kp − α− k − c = (α+ c) + k − α− k − c = 0,

因此 α+ k均为 f(x)的根，也就是说 f 在 F 中有 p个根，而 f(x)是 p次多项式，即其根均在 F (α)中，因

此得证.

命题 5.133 (4.6.2)

♠
若 [E : F ] = 2，则 E 是 F 的正规扩张.

证明 由上一周作业5.125可得证.

命题 5.134 (4.6.4)

♠
设 E/F 是正规扩张，K 是其中间域，求证：E 是K 的正规扩张，再举例说明K 不一定是 F 的正规扩张.

证明

1. 代数性：因 E/F 代数，E/K 自然代数.
2. 分裂性：任取不可约多项式 g(x) ∈ K[x]，若 g(x)在 E 中有根 α，则其极小多项式 f(x) ∈ F [x]在 E 中分

裂（因 E/F 正规）.
3. 因子分解：由 g(x)整除 f(x)，而 f(x)在 E 中分裂，故 g(x)的所有根在 E 中，E/K 为正规扩张.
反例构造：

取 F = Q，E = Q( 4
√
2, i)（x4 − 2的分裂域），中间域K = Q( 4

√
2).

正规性：E/F 是 x4 − 2的分裂域，故正规。

非正规中间域：多项式 x4 − 2在K 中无法分裂（如 i 4
√
2 /∈ K），故K/F 不正规。

E/K 正规：E = K(i)是 x2 + 1 ∈ K[x]的分裂域，故 E/K 正规。

命题 5.135 (4.6.5)

♠

设E/F 是有限正规扩张，g(x) 是 F 上不可约多项式，u, v 是 g(x) 在E 中的两个根，求证：一定存在E/F

的自同构，使得 σ(u) = v.
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5.13 第十四周

证明 E 是 F 上某个多项式 f(x)的分裂域，f(x)也可看成是K 及K 同态像上的极小多项式，故此同态可扩张

为 E/F 的自同构.

命题 5.136 (4.6.9)

♠
给定 E/F，求证：E 中所有 F 上可分元组成 E/F 上的中间域.

证明 设 u, v 为 F 上可分元，极小多项式分别为 f, g，则 f · g 可分，记其分裂域为 K，K/F 可分，又因为

F (u, v) ⊆ K，因此 u+ v, u− v, uv, u−1 都是 F 上的可分元.
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5.14 期中考

5.14 期中考

命题 5.137 (10分)

♠证明：有限域的元素个数一定是素数的幂次.

命题 5.138 (10分)

♠
设 R 是一个整环且不是域，证明：R[x] 不是主理想整环.

命题 5.139 (16分)

♠

若一个复数是某个整系数首一多项式的根，则称其为代数整数，证明：若 α, β ∈ C都是代数整数，则 α+β

也是代数整数.

命题 5.140 (18分)

♠

设 R = Z[
√
−1]，I = (3) 是 R 中由 3 生成的主理想.

1. 证明：I 是极大理想.
2. 试写出 R/I 的加法表和乘法表.

命题 5.141 (18分)

♠

设 R = C[x, y]，S = C[T ].
1. 证明：存在唯一的环同态 ϕ : R→ S，满足 ϕ|C = idC，ϕ(x) = T 3，ϕ(y) = T 2.
2. 计算 I = ker(ϕ)，并证明：R/I 不同构于 S.

命题 5.142 (10分)

♠

对于 m ∈ N，m ≥ 2，设 ζm = exp
(

2π
√
−1

m

)
.

1. 计算 Gal(Q(ζ18)/Q).
2. 计算 Gal(Q(ζm)/Q).

命题 5.143 (10分)

♠

在自然数集 N = {0, 1, 2, . . . } 上定义新的加法 ⊕ 和新的乘法 ⊗：

⊕ : N× N → N, m⊕ n := max(m,n),

⊗ : N× N → N, m⊗ n := m+ n.

1. 代数结构 (N,⊕,⊗) 不满足环的定义的哪些条件? 它是否有零因子?
2. 请类比定义“整环的分式域”的过程定义 (N,⊕,⊗) 的“分式域”，并讨论所得的代数结构不满足域的定

义的哪些条件.
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5.15 期末考

5.15 期末考

命题 5.144 (10分)

♠

设 G 是 n 阶有限群，m 是与 n 互素的正整数，定义

φ : G→ G, g 7→ gm.

1. 证明：φ 是双射.
2. 证明：若 G 是有限交换群，则 φ 是自同构.

命题 5.145 (20分)

♠

1. 证明：224 阶群是可解群.
2. 证明：225 阶群是可解群.

命题 5.146 (15分)

♠

设 G 是 7 阶对称群 S7.
1. 试计算 G 中 3 阶元的个数.
2. 试计算 G 中 4 阶元的个数.

命题 5.147 (15分)

♠设 G 是 n 阶交换群，m 是 G 中所有元素阶数的最小公倍数，求证：若 m = n，则 G 是循环群.

命题 5.148 (15分)

♠
设 F3 是 3 元有限域，试求 f(x) = x3 + 2x+ 1 ∈ F3[x] 的分裂域.

命题 5.149 (15分)

♠

设 Fp 是 p 元有限域，F = Fp(x, y) 是 Fp 上的二元有理函数域，E = F (α, β)，其中 αp = x，βp = y.
1. 证明：E/F 是有限扩张.
2. 证明：E/F 有无穷多个中间域.
3. 证明：E/F 不是单扩张.

命题 5.150 (10分)

♠

设 F = Q(s1, . . . , sn) 是 Q 上的 n 元有理函数域，E 是

f(x) = xn + s1x
n−1 + · · ·+ sn ∈ F [x]

的分裂域. 求证：Gal(E/F ) 同构于 n 元对称群 Sn.
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